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Resume. — Dans la situation geometrique des varietes de Shimura simples de Kottwitz etudiees 
dans le livre d'Harris et Taylor [6], on decrit la filtration de monodromie du complexe des cycles 
evanescents ainsi que la suite spectrale correspondante. On prouve en particulier que cette filtration 
coincide avec celle donnee par les poids a un decalage pres. D'apres le theoreme de comparai- 
son de Berkovich- Fargues, on en deduit une description de la filtration de monodromie-locale du 
modele de Deligne-Carayol. En application on obtient la description des composantes locales des 
representations automorphes cohomologiques de certains groupes unitaires, une correspondance de 
Jacquet-Langlands globale entre deux tels groupes et une preuve de la conjecture de monodromie- 
poids pour la cohomologie de ces varietes de Shimura. 

Abstract (Monodromy of the perverse sheaf of vanishing cycles of some simple Shimura 
varieties and applications) 

In the geometric situation of the simple Shimura varieties of Kottwitz studied in Harris and 
Taylor's book [6], we describe the monodromy filtration of the vanishing cycles complex and the 
spectral sequence associated to it. We prove in particular that this filtration coincides with the weight 
one up to shift. Thanks to the Berkovich-Fargues' theorem, we deduce the description of the local 
monodromy filtration of the Deligne-Carayol model. In application, we obtain the description of the 
local components of cohomological automorphic representations of certains unitary groups, a global 
Jacquet-Langlands correspondence between two such groups and a proof of the weight-monodromy 
conjecture for the cohomology of these Shimura varieties. 
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Introduction 

0.1. — Soit K une extension finie de Q p , d'anneau des entiers Ok- Pour un entier d strictement 
positif fixe, on considere le groupe D^ d (resp. Wk) des elements inversibles de "falgebre a 
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division centrale sur K d'invariant 1/d (resp. lc groupe de Weil de K). Pour un nombre premier 
I 7^ p, Langlands (resp. Jacquet-Langlands) a (resp. ont) conjecture l'existence d'une bijection recR- 
(resp. JL) entre les (^-representations irreductibles admissibles de GLd(K) et les representations 
Z-adiques indecomposables de Wk (resp. entre les representations admissibles irreductibles de d 
et les representations essentiellement de carre integrable de GLd(K)) qui sont compatibles a la 
formation des fonctions L ; on renvoie a [8] pour des enonces precis. 

A l'aidc de la cohomologie etale, Deligne a construit une serie de representations U l K l d du 
produit de ces trois groupes. Pour d — 2 et pour p une representation irreductible de 2 
tel que tt := JL(p) soit une representation cuspidale de GLz(K), Carayol dans [3], montre que 
la composante p-isotypique l 2 (p) de l 2 realise les correspondances de Langlands et de 
Jacquet-Langlands, i.e. 

WL, 2 (JL- 1 (^ v ))^ 7 r®recK(7r v )(-i). 

Le cas d quclconque est traite dans [6] et dans [2] en egale caracteristiquc. En outre pour d = 2, 
Carayol decrit egalement ce qui se passe pour les autres representations. 

Le but premier de ce travail est de faire de meme pour d quelconque, i.e. calculer complctemcnt 
les U % K [ d (p) pour p une representation irreductible quelconque de d . Dans le cas ou p est la 
representation triviale, le resultat se formule comme suit. 

Theoreme 1 Pour ^ i ^ d — 1, on a U % Kl d (l v ) = ~k% ® 1(— i) oil iTi est Vunique quotient 
irreductible de I'induite parabolique 

Ind Sw } s p* ® 1 

ou Pi^d est le parabolique standard associee aux i premiers vecteurs et Sp { est la representation de 
Steinberg de GLi(K). 

Le cas general, cf. le theoreme (4.1.2), s'enonce de maniere similaire en faisant intervenir les 
correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. Une autre formulation de notre resultat 
revient a dire qu'il n'y a pas d'annulation dans l'expression, calculcc dans [6], de la representation 

virtuelle X^JidC - ^Y\Mk i dip)] ou MfTidip)' P our 1 « ^ rf, y est alors donnee par le i-eme terme 
de plus haut poids. 

0.2. — La preuve du theoreme 1 precede par globalisation via l'etude des varietes de Shimura 
etudiees dans [6], qui sont de type PEL, definies sur un corps CM, F, et associees a un groupe 
de similitudes G/Q tel que le groupe unitaire correspondant sur R soit de la forme (7(1, d — 1) x 
U(0, d) x • • • x U(0, d). Une place v au dessus de p est fixee de sorte que le complete F v du localise 
de F en v soit isomorphe au corps local precedemment note K, d'anneau des entiers O v et tel 
que G(F V ) ~ GLd(F v ). A certains sous-groupes compacts U p {m) de G(A°°), on associe alors 
une variete de Shimura Xjjp, m ~* SpecOt, munie d'une action par correspondances de G(A°°), 
classifiant des varietes abeliennes munies de structures additionnelles ; on renvoie au §2.2 pour les 
details. 

0.3. — La fibre speciale X\j P ^ m de Xu P _ m est stratifiee par des sous-schemas localement fermes 

Xy P ^ pour 1 ^ h ^ d, de pure dimension d — h tels que le theoreme de Serre-Tate donne 
un isomorphisme entre le complete de l'henselise strict de l'anneau local de Xjj v ^ m en un point 

geometrique de X^ P ^ et l'anneau RF v ,d-h,m 1 qui represente le foncteur des deformations de 
niveau m\ d'un C^-modulc de Barsotti-Tate sur k(v) de hauteur h. Par ailleurs pour 1 ^ h < d, il 
existe un sous-schema ferme X^ P ^ M de X^ P ^ stable sous les correspondances associees aux 
elements du sous-groupe parabolique Ph,d(F v ) de GLd(F v ) (cf. la definition (1.1.1)) et tel que 

x\j P ,m = XuP,m,Md-h X Ph.diOv/M™ 1 ) GL d {O v / M™ 1 ) \ 

on dit que les strates non super singulieres sont geometriquement induites. 

0.4. — Pour un nombre premier I distinct de p, les auteurs de [6] introduisent sur chacune des 
strates X^ p !^ M , des systemes locaux T Tv associes aux representations irreductibles t v de D* h . 
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lis decrivent alors la restriction des cycles evanescents R l ^ v := R t ^ Vv (Qz) a la strate X UP m Xf q ¥ q 
en fonction des T Tv et des cycles evanescents locaux l h n , cf. (3.2.4). D'apres le theoreme de 
comparaison dc Berkovich, lc theoreme local se deduit alors de la connaissance de la fibre en un 
point supersingulier des R li $> v . 

0.5. — Le complexe R^ v [d — 1] est vu comme un faisceau pervers muni d'une filtration de mon- 
odromie dont on notera grk les gradues. Notre deuxieme resultat concerne la description des grk 
dans la categorie des faisceaux pervers sur X\j v ^ m munis d'une action compatible de G(A°°) x W v . 
Pour 1 < t g ^ d, et pour w v (resp. II t ) une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) (resp. 

quelconque de GL tg (F v )), on introduit le faisceau HT(g,t,ir v ,IL t ) sur la strate X^ p ^\ "induit" 

a partir du systeme local ^ 7 jl- 1 (Sp (n v ) v ) ® sur la composante X^ P ^ \i d _ t ■ Les composantes 
Tr^-isotypiques grk t7Vv des grk, cf. la proposition (5.1.3), se decrivent alors, theoreme (5.4.4), au 
moyen des faisceaux pervers j^ tg HT(g, t, ir v , Sp t (w v ))[d—tg] ou j** tg designe l'injection de la strate 
Xup,m i en ce concerne le cas ir v triviale, l'enonce est le suivant : 
Theoreme 2 Les faisceaux pervers grk,i v sont nuls pour k ^ d et sinon on a 

9rk,u= jf:HT{l,t,l v ,^ t ){- +k ~ l )[d-t} 

fci<t<d 

t = k-l mod 2 

L'enonce pour n v quelconque est similaire et fait intervenir les correspondances de Langlands 
et Jacquet-Langlands. 

0.6. — En utilisant la conjecture de monodromie-poids, la preuve du theoreme 2 decoulerait de 
la connaissance du theoreme 1 pour toutcs les hauteurs h < d ainsi que de la description des 
restrictions aux strates des faisceaux des cycles evanescents en fonction des systemes locaux T Tv 
comme rappele en (0.4.) . Par aillcurs le theoreme 1 en hauteur d, decoule d'apres le theoreme de 
comparaison de Berkovich-Fargues, du calcul des germes aux points supersinguliers des faisceaux 
de cohomologie des grk- 

On raisonne alors par recurrence en supposant connus^ 1 ) les Up l h du modele de Delignc- 
Carayol de hauteur h pour tout 1 ^ h < d. On en deduit alors le theoreme 2 sauf en ce qui concerne 
les faisceaux pervers supportes aux points supersinguliers i.e. on ne sait pas a quel k associer chacun 
des j^ d HT(l,d, l v , Sp d )(- rf+ ^'~ 1 ) pour |fe'| < d et k' = d- lmod2. De meme on sait determiner 
tous les faisceaux de cohomologie h % grk des grk en dehors des points supersinguliers. La technique 
repose sur l'etude de la suite spectrale associee a la filtration de monodromie : 

E{' j = h i+j gr-i ^ R t+3+d - 1 ^ v (1) 

en essayant d'en deviner les termes initiaux, l'aboutissement etant connu. En outre en utilisant 
la perversite des grk ainsi que la compatibility de R*S> V a la dualite de Verdier, on obtient un 
controle sur les germes aux points supersinguliers des h l grk- On etudie ensuite la suite spectrale 
des cycles evanescents dont a nouveau on essaie de deviner les termes initiaux alors que l'aboutisse- 
ment est connu, en utilisant en particulier le theoreme de Lefschetz difficile. Le controle obtenu 
precedemment nous permet alors de prouver le theoreme 1. On prouve ensuite la conjecture de 
monodromie-poids faisceautique en "plagant" chacun des jf d HT{l, d, l v , Sp rf )(— ) sur grk 

et on explicitc la suite spectrale dc monodromie (1). 

0.7. — En ce qui concerne les resultats globaux que Ton obtient, citons 

- la description "explicite" des gradues pour la filtration de monodromie du faisceau pervers 
des cycles evanescents ainsi que de la suite spectrale associee ; 

- la purete de la filtration de monodromie du complexe des cycles evanescents ; 

- la determination des extensions intermediaires des systemes locaux d'Harris- Taylor ; 



MEn fait on suppose plutot connu les gradues locaux gr h k loc de la nitration de monodromie-locale du complexe 
des cycles evanescents ; h - 
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- le calcul de tous les groupcs dc cohomologie dcs diffcrents faisceaux ou complexes dc faisceaux 
qui sont introduits. 

0.8. — Comme consequence directe de ces calculs on obtient une description des composantes 
locales des representations automorphes cohomologiques de G r (A) ainsi qu'une correspondance 
de Jacquet-Langlands globale entre deux formes intcricures de groupcs unitaires qui complete [7] 
§3. A partir de cette description, on prouve alors la conjecture de monodromie-poids, i.e. la purete 
de la filtration de monodromie des groupes de cohomologie de la fibre gencrique des varietes de 
Shimura etudiees. 

Signalons que recemment Taylor et Yoshida ont independamment obtenu dans [16], la purete de 
la filtration de monodromie de la cohomologie globale dans le cas tempere, i.e. dans le cas ou la 
cohomologie est concentre en degre median. Pour cela ils se ramenent par changement de base 
au cas Iwahori et utiliscnt la suite spectrale de Rapoport-Zink. Dans notre cas, nous avons un 
devissage qui permct, cn utilisant aussi un changement de base, de se ramener au cas de GL2 
traite par Carayol dans [3]. Par ailleurs en ce qui concerne la conjecture de monodromie-poids 
cohomologique, le cas des varietes de Shimura uniformisees par les demi-espaces de Drinfeld est 
traite dans [9] a partir de la version faisceautique qui decoule de l'existence d'un modele semi- 
stable. 

Decrivons succinctement le contenu des divers paragraphes. 
0.9. — La premiere partie est consacree a des rappels sur les donnees geometriques locales et 
globales tirees de [6]. On commence par des rappels de [17] sur les induites paraboliques, §1.1, et 
les foncteurs de Jacquet §1.2. 

Le modele local de Deligne-Carayol est introduit au paragraphe 2.1. En ce qui concerne les 
donnees globales, §2.2, outre le fait que les strates non supersingulieres soient geometriquement 
induites, la donnee fondamentale est celle des systemes locaux d'Harris- Taylor F{g, t, ir v ) sur la 
strate tg, attaches aux representations JL _1 (Sp t (7r„) v ) des inversibles D* t dc l'algebre a division 
centrale sur F v d'invariant 1/tg. La propriete essentielle que Ton utilisera sur ces systemes locaux 
est l'isomorphisme (3.2.4). 

On redonne en outre la description de l'ensemble des points supersinguliers et on definit pour 
tout diviseur g de d = sg, le faisceau T{g, s,tt v ) a support sur les points supersinguliers. On notera 
par ailleurs que les J-~(g, t, ir v ) ne sont pas a priori irreductibles car ils proviennent de la restriction 

aP^deJL-^Kn- 

0.10. — Le paragraphe 3 rappelle les resultats d'ordre cohomologique de [6]. Au niveau local, 
§3.1, on explicite le lien entre j h et Li F l h et on introduit l'entier qui est le cardinal de la 
classe d'equivalence inertielle, definition (3.0.1), dc ir v . En particulier e„ v est egal au nombrc dc 
sous- representations irreductibles de la restriction a 2?* t de JL _1 (Sp t (7r t ,) v ). 

Dc [6], on retient principalement la determination des parties cuspidales des groupes de coho- 
mologie des modeles locaux dc Deligne-Carayol ainsi que le calcul, cf. le theoreme (VII. 1.5) de [6], 
de la somme alternee, dans le groupe de Grothendieck des GLd(F v ) x W„-modules 

E(- 1 )^,m( jl_1 ( s p,K) v ))- 

i 

En global, §3.2, on exploitc l'isomorphisme (3.2.4) et notamment la description de Taction, par la 
proposition (3.2.3). On introduit selon [12], pour toute representation irreductible algebrique £ de 
G(Q), le systeme local sur les varietes Xup tTn et on considere les groupes de cohomologie du 
produit tensoriel de ce dernier avec un systeme local d'Harris- Taylor. 

Le resultat fondamental qui resulte des arguments de comptage de points est la proposition 
(3.2.9) qui calcule la somme alternee des groupes de cohomologie a support compact des systemes 
locaux d'Harris- Taylor, dans le groupe de Grothendieck des G^ h \A°°) x Z-modules, ou pour tout 
h, Z est identifie au quotient D* h /T)* h via la valuation de la norme reduite. On introduit pour 

cela le caractere S dc Z — ► Q ; X defini par S(l) = |. Ainsi les representations automorphes n qui 
interviennent dans cette description ainsi que dans celle de la cohomologie de la fibre generique a 
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valeurs dans C^, verifient des conditions Hyp(oo) aux place infinies que Ton donne a la definition 
(3.2.6). 

0.11. — La deuxieme partie donne l'enonce des theoremes locaux et globaux. Le theoreme (4.1.2) 
est la motivation initiate de ce travail, e'est a dire decrire, pour tout diviseur g de d et toute 
representation irreductible cuspidale tt v de GL g (F v ), chacun des W F l d (JL _1 (Sp ;s (7r t ,) v )). Finale- 
mcnt on obtient un resultat plus precis, theoreme (4.2.3), qui est la description des gradues de 
la nitration de monodromie-locale definie par Fargues en appendice et de la suite spectrale corre- 
spondante. 

0.12. On enonce ensuite, §5.4, les resultats globaux. On commence, apres avoir fait quelques 
rappcls sur les faisceaux pervers §5.1, par decoupcr, proposition (5.1.3), nos faisceaux pervers 
scion leur composantes isotypiques pour le sous-groupe d'inertie et on note ainsi grk l7T% , (resp. 
9 r k,t,TTv) l a composante rec^ {n v )\i v -isotypiques du gradue grt (resp. gr^) pour la filtration de 
monodromie du faisceau pervers Rty v [d — 1] (resp. (R^b v ® C^)[d — 1] pour £ une representation 
irreductible algebrique dc G(Q)), ou n v est une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) 
avec 1 ^ g < d. La representation rec^ (^v)\i v n'etant pas irreductible, pour un I„-module V, 
V 7Tv est le facteur direct de V sur lequel Taction de I v se decompose en une somme de sous- 
representations irrcductibles qui sont aussi des sous-representations de rec^ {^ v )\i v ■ 

On introduit ensuite §5.2, certaines categories de faisceaux pervers de Hecke qui fourniront le 
cadre categoriel des differents complexe de faisceaux que nous considererons dans la suite et on 
donne, definition (5.3.1), un certain nombre de notations attachees aux systemes locaux d'Harris- 
Taylor J 7 (g,t,n v )i et aux faisceaux induits HT(g,t,ir v ,H t ) qui leurs sont associes sur la strate 

^U"rn ou n* est une representation dc GL tg (F v ) qui sera le plus souvent elliptique de type ir v . 
On introduit alors le systeme projectif © des groupes de Grothendieck des faisceaux pervers de 
Hecke sur la tour des Xup, m munis d'une action compatible de G(A°°) x W v . 

On enonce alors les theoremes globaux qui precisent, theoreme (5.4.1) (resp. (5.4.4)), les fais- 
ceaux pervers simples de (R't'v <8> jC^)[d — 1] (resp. des grk^, Vv ) en termes des faisceaux pervers 

3l t9 HT{g, t, n v , Sp t K)) [d - tg] ® rec^ (tt„)(- tff ~ * + k ) 

avec 1 < t < d/g (resp. |fc < t < s g et t = k — lmod2). D'apres le theoreme de comparaison 
de Berkovich- Fargues, lc theoreme local (4.1.2) se deduit alors du calcul, theoreme (5.4.7), des 
faisceaux dc cohomologie des j^ t9 J 7 (g, t, ir v ) et de la determination, theoreme (5.4.11), de la suite 
spectrale de monodromie associee. 

On donne ensuite le schema de la preuve qui precede par recurrence en supposant connu (4.2.3) 
pour tout d! < d. On renvoie le lecteur a §6 pour un apercu des implications logiques entre les 
divers cnonces locaux et globaux. Avant de se lancer dans la preuve proprement dite, on donne 
des consequences de l'hypothese de recurrence, sur les representations obtenues en prenant la 
cohomologie des systemes locaux d'Harris- Taylor. 

0.13. — La troisieme partie s'occupe des preuves des theoremes locaux et globaux. On demontre 
en premier lieu, §7, le theoreme (5.4.1), i.e. on donne l'image de R^ v [d — 1] dans le systeme 
projectif © des groupes de Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke sur la tour des Xjjp, m - 
La preuve precede en plusieurs etapes. Tout d'abord de la description (3.2.4) des restrictions 

aux strates X^ P ^ des R l ^ v et du calcul (3.2.6) de 1)*[^f i J> 011 cn deduit, proposition 

(7.2.2), l'egalite suivante ou on a pose s g — [^J, la partie entiere de d/g : 

[R* v [d -!]] = £ £ ^th-^ 

9=1 7T„6Cusp„(g) " i=l t=i 

[jf t9 HT{ 9l t, n v , [t=l, t^} Wv )[d - tg] ® rec^ {* v ){- 9 - 2 ± 2 ' ~ - )] (2) 
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L'etape suivante consiste alors a exprimer l'image des faisceaux pervers qui interviennent dans 
le membre de droite de l'egalite ci-dessus soit : 

\jf t9 HT{g, t, n v , [t=l]„ v )[d - tg]] = 

E jl (t+i)9 HT{g,t+ i,n v , [t=l]* v x[t=l]„ u )[d - (t + i)g] ® S^" 1 )/ 2 (3) 

i=0 

Pour prouver cette derniere egalite, on raisonne par recurrence descendante sur la dimension des 
supports des faisceaux pervers simples dans jf ta HT(g,t,ir v , [t — l]n v )[d — tg] en reinjectant (3) 
pour lcs diffcrcnts t, avec g et tt v fixes, dans (2). On argumente tout d'abord sur lc fait que le 
membre de droite de (2) doit s'ecrire comme une somme a coefficients positifs de faisceaux pervers 
simples, autoduale pour la dualite de Verdicr. On invoque ensuite le theoreme de comparaison 
de Berkovich-Fargues afin d'utiliser l'hypothese de recurrence sur les modeles locaux en hauteur 
h < d, afin d'obtenir des renseigncments sur les germes aux points non supersingulicrs de ces 
faisceaux pervers simples. 

On demontre alors, proposition (7.3.3), le rcsultat hors des points supersingulicrs au sens oil les 
egalites du theoreme precedent et de (3) sont vraies si on rajoute une somme alternee de faisceaux 
pervers a support sur les points supersinguliers. Le fait est qu'on utilise vraiment (3.2.4) et pas 
seulement un calcul de somme alternee des restrictions des faisceaux des cycles evanescents, ce qui 
explique redetermination au niveau des points supersinguliers. 

0.14. — Le paragraphe (7.4) est consacre a la determination de ces faisceaux pervers ponctuels qui 
nous manquent. Une idee naive est que pour connaitre un faisceau ponctuel, on peut commencer 
par calculer son groupe de cohomologie H°. Etant donne un tel faisceau pervers ponctuel V a 
determiner, nous verrons en fait que la connaissance de son H° suffit a lc determiner completement : 
en effet grace a (7.2.11), nous montrerons que V contient T(g,s,n v ) ® (II; x [s — t — 1]^) <8> 

S (a-t)( fl -l)/2 ayec 

H°(F(g, s, n v ) ® U t x[s-t-l] Vv ) ® S^-*)^" 1 )/ 2 = H°(P) 

de sorte que V = T{g, s, ir v ) O U t x"[s - t - l] Wv ® H(«-*)(fl-i)/2. 

On commence alors par calculer les groupes de cohomologie des faisceaux pervers d'Harris- 
Taylor, ou tout du moins leur n°°^-partic, pour II automorphe verifiant Hyp(oo) avec = 
Sp s (7r„). On montre a la proposition (7.4.1) que ceux-ci sont alors tous nuls de sorte que, d'apres 
la proposition (7.3.3), l'egalite (3.2.6) fournit, corollaire (7.4.6), le H° des faisceaux ponctuels 
manquant ainsi que leur determination. Le theoreme (5.4.1) decoule alors directement de ces 
resultats, cf. le corollaire (7.4.10). 

0.15. — Le huitieme paragraphe est consacre, proposition (8.2.1), au calcul des faisceaux de 
cohomologies des faisceaux pervers jf* g HT(g,t,ir v ,Ili)[d — tg]. D'apres la proposition (7.3.3), 
on peut proceder par recurrence en utilisant la suite spectrale (5.1.10) dont l'aboutissement est 
connu sauf au niveau des points supersinguliers. Ainsi ces faisceaux de cohomologie ne sont pas 
completement determines aux points supersinguliers mais il ne reste qu'un nombre reduit de 
possibilitcs, cf. lc lemme (8.2.6), que l'on peut obtenir, d'apres (7.3.3), par recurrence en utilisant 
par exemple la suite spectrale (8.2.13). 

0.16. — Au neuvieme paragraphe, on prouve les theoremes globaux sous la proposition (9.1.1). 
D'apres Berkovich-Fargues la connaissance du theoreme local (4.2.3) revient a celle des germes aux 
points supersinguliers des faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d'Harris- Taylor ainsi que 
les Heches correspondantes dans la suite spectrale (5.1.10). Si nous disposions du theoreme (4.2.3) 
pour d, le raisonnement de la preuve de la proposition (8.2.4) nous permettrait de determiner 
completement les faisceaux de cohomologie des gr^. Par souci d'efficacite nous montrons, proposi- 
tion (9.1.2), qu'il suffit, en utilisant l'operateur de monodromic N, cn fait de connaitre les parties 
de poids s(g — 1) de l'aboutissement de la suite spectrale de monodromie-locale de (4.2.3). On est 
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alors ramene a prouver la proposition (9.1.1), i.e. a determiner les parties de poids s(g — 1) des 

On donne ensuite, proposition (9.3.1), une preuve de la conjecture de monodromie-poids version 
faisceautique. On remarque tout d'abord que pour s > 2, le raisonnement par recurrence impliquc 
le resultat de sorte qu'il reste a initialiser la recurrence et done a prouver que pour s = 2, la 
monodromie n'est pas triviale, en particulier sur la cohomologie. Le resultat est connu pour s = 2 
et g = 1 d'apres [3]. Le principe, qui nous a ete suggere par M. Harris, est de s'y ramener via un 
changemcnt de base adequat. 

0.17. — Le dixicme paragraphe est consacre a la preuve de la proposition (9.1.1). Celle-ci repose 
sur l'etude de la suite spectrale des cycles evanescents. Pour II une representation irreductiblc 
automorphe de telle que n„ ~ Sp s (7r„) avec ir v cuspidale, la IL^-partie de son aboutisse- 
ment est connue d'apres [6] et [16], ou pcut-etre rapidement recalculee a partir de la proposition 
(7.4.1). La determination de cet aboutissement nous restreint, corollairc (10.1.3), alors le nombre 
de possibilites pour les W F t d (JL~ 1 (Sp s (ir v ) v )) ce qui nous permet de conclure en utilisant une 
propriete d'invariance des Hp v ,i,d sous l'involution de Zelevinski, cf. le theoreme (10.2.1). 

Cependant la preuve de celle-ci repose sur tout ou partie du theoreme de comparaison de Faltings 
a partir d'un enonce similaire du cote espace de Drinfeld, ce qui depasse le cadre de ce texte. Par 
aillcurs la preuve de la conjecture de monodromie-poids version cohomologique demande une etude 
des n°°-parties des divers groupes de cohomologie, pour LI automorphe verifiant Hyp(oo) et tel 
que n„ ~ Speh s (7r 1) ). La n°°'"-partie de la cohomologie de la fibre generique n'est pas a priori 
connue. On se propose dans un premier temps de la calculer, ou tout du moins les bouts de poids 
s(g — 1), le cas general etant traite, de maniere independante, a la proposition (11.1). 

On calcule tout d'abord, proposition (10.3.4), les n°°^-parties des groupes de cohomologie 
des faisceaux pervers d'Harris- Taylor. On en deduit alors, corollaire (10.3.5), la connaissance des 
Il^^-parties de poids s(g — 1) des groupes de cohomologie de la fibre generique. Pour ce fairc on 
utilise le theoreme de Lefschetz difficile. On etudie alors, proposition (10.3.11), les Il^'^-parties 
des termes £f' 9 de la suite spectrale des cycles evanescents. On montre, qu'a travers les suites 
spectrales associees a la stratification, qu'en ce qui concerne les bouts de poids s(g — 1), seule 
la strate supersinguliere contribue de sorte que Ton se retrouve dans une situation similaire a 
celle de [2] dans le cas cuspidal, ou les bouts de poids s(g — 1) des ^''[n 00 '"] sont nuls pour 
p^0. Cette constatation decoule du controle, lemme (10.3.13), des contributions des strates non 
supersingulicres. La proposition (9.1.1), decoule alors dircctemcnt de la connaissance des II 00 ' 1 '- 
parties de 1' aboutissement de la suite spectrale des cycles evanescents et du fait qu'en ce qui 
concerne celles de poids s(g — 1), celles-ci ne proviennent que des points supersinguliers. 

0. 18. — La quatrieme partie donne des complements et applications des resultats precedents. On 
commence, proposition (11.1), par calculer les Il^—parties des groupes de cohomologie de la fibre 
generique pour II automorphe tel que IL, ~ Speh s (7i\,), alors que nous n'avions traite, corollaire 
(10.3.5), que celles de poids s(g — 1). 

On donne ensuite une correspondance de Jacquet-Langlands globale qui complete les resultats 
de [7] §3. On decrit ensuite, proposition (13.1), les composantcs locales des representations auto- 
morphes et cohomologiques de G T (A). 

On conclut enfin, theoreme (14.1), par la preuve de la conjecture de monodromie-poids globale, 

1. e. les gradues de la filtration de monodromie des groupes de cohomologie de la fibre generique 
sont purs. 

0.19. — Enfin dans cinquieme partie, on recapitule les differents resultats obtenus tout au long 
du texte et dans sixieme on illustre par des figues les differentes suites spectrales etudiees. 

Remerciements Je tiens a exprimer ma profondc gratitude envers Gerard Laumon pour son soutien 
constant tout au long de ces annees ainsi que pour sa perspicacite a depister les fausses bonnes idees 
et a mettre en avant les autres. Merci aussi a Laurent Fargues de m'avoir fourni une bonne notion 
de monodromie locale qui m'a permis de simplifier grandement les preuves ; un deuxicme merci 
pour ses nombreuses explications sur les varietes de Shimura et les groupes unitaires. J'adresse 
des remerciements a Jean-Frangois Dat pour m'avoir fourni Phabillage categoriel des faisceaux de 
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que 1'IHES pour son accueil. 



PARTIE I 
NOTATIONS ET RAPPELS 

1. Rappels sur les representations de GLd(F v ) 
Tous les enonces ainsi que leur preuve peuvent etre trouves dans [17]. 

1.1. Induites paraboliques. — 

1.1.1. Definition. — Pour une suite < r\ < r 2 < • • • < = d, on note P ri ,r 2 .--- ,r k le sous- 
groupe paraboliquc dc GLd standard associe au sous-groupe de Levi GL ri (F v ) x GL r2 - ri (F v ) x 
• • • x GL rk _ rk _ 1 (F v ) et on note iV ri) ... <rh son radical unipotent. 

1.1.2 — Soient m ct 7r 2 des representations de respectivement GL ni (F v ) et GL n2 (F v ) ; on note 
selon la coutumc, m x 7r 2 l'induite parabolique Indp L " 1+ " 2 ^^ 7Ti(n 2 /2) (g> 7r 2 (— ni/2). 
Remarque : Le symbolc x est associatif, i.e. 7Ti x (ir 2 x 7r 3 ) = (7Ti x 7r 2 ) x 7r 3 que Ton notera done 

TV 1 X 7T 2 X 7T 3 . 

1.1.3. Definitions. — Soit 5 mi diviseur de d = sg et ir v une representation cuspidate 
irreductible de GL g (F v ) : 

- les sous-quotients irreductibles de V(tt v ,s) :— tt v (^-) x n v (^-) x • • • x tt v {^-) seront dits 
elliptiques de type n v ; 

- V(tt v ,s) possede un unique quotient (resp. sous-espace) irreductible que Von notera [s — 
(resp. [s — e'est une representation de Steinberg (resp. de Speh) generalisee notee 
habituellement Sp s (tt v ) (resp. Speh s (w v )) ; 

- pouriri et 7r 2 des representations respectivement de GL tig (F v ) et GL t2g (F v ), on notera tt\ x 7r 2 
(resp. 7Ti X7T 2/ ) l'induite parabolique 7Ti(— 1 2 /2) x 7r 2 (ii/2) (resp. 7Ti(t 2 /2) x 7T2(— 1\/2)). 

La propriete habituelle de transitivite des induites paraboliques donne le lemme suivant. 

1.1.4- Lemme. — Pour {^^1^^ des representations de GL ti9 (F v ), on a les egalites suivantes : 

(ni X 7r 2 )Xg7T 3 = 7Tl X (7T 2 X 7T 3 ) 
(7T1 X 7r 2 )x g 7T 3 = 7Tl X (7T 2 X 7T 3 ) 

£Vi owfre si 7Ti et 7r 2 sonf elliptiques de type tt v , il en est de meme de 7Ti x 7r 2 et done de 7Ti x 7r 2 . 
Remarque : Si 7Ti , 7r 2 et 7r 3 sont des representations elliptiques de type tt v on a en outre 

TTl "x* (7T 2 ^X~'7r 3 ) = ^^X (7Tl"x 7T 3 ) 

En effet d'apres [17], on sait que w\ x ir 2 — 7r 2 x 7Ti si les supports cuspidaux de m et 7r 2 sont 
disjoints ( 2 ). 

1.1.5. Proposition- Definition. — Pour g un diviseur de d = sg et ir v une representation 
irreductible cuspidate de GL g (F v ), on a pour 1 < t ^ s : 



( 2 )En fait loc. cit. donne un critere plus precis; dans le cas ou 7Ti ct tt2 sont irreductibles, il faut et il suffit que 
leurs supports cuspidaux ne soient pas lies. 
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- [t — lk x [s — t — l] 7Iv (resp. [t — lk x [s — t — lk J est de longueur 2 ; on notera 
[t—l,s — i\- Kv , (resp. [t ,s — t— 1]tt v ) son unique sous-espace irreductible, et[t ,s — t — lk 
(resp. [t — l,s — t] nv ) son unique quotient irreductible ; 

- par dualite [t — lk X [s — t — l] 7Tv (resp. [t — l] 7Tv X [s — t — lk,) est de longueur 2 avec 
[s — t — 1, t k (resp. [s — t, t — l] nv ) pour unique sous-espace irreductible et [s — t, t — lk 
(resp. [s — t — 1, t ] Vv ) pour unique quotient irreductible; 

- on notera [ir\ (resp. \ir~\) I'unique, s'il existe, sous-espace (resp. quotient) irreductible den. 
Pour 7Ti et 7T 2 des representations irreductibles elliptiques de type n v , 7Ti x tt 2 et ni x 7r 2 ont 
un unique sous-espace et un unique quotient irreductible et on a : 

L7Ti"X7r 2 J = faf W| V ^1^21 = WX<J V 

Pour 7r 3 une troisieme representation irreductible elliptique de type ir v , on a 
l[ir 1 xV 2 J xV 3 J = [tt 1 ~x\k 2 ~xtt 3 JJ = Ltti~x tt 2 ~x tt 3 J 

[[7ri~X7T 2 ~|~X7r 3 l = \ir x ~x\ir 2 "x7r 3 "|l = [tti xV 2 xV 3 l 

- Soient r ^ 1 et V s = (aj, £j)i^,^ r ieZ g«e tes aj sonf rfes entiers strictement positifs avec 
s — 1 = oi + ■ ■ ■ + a r et = ±1 ; on notera T s sous la forme (al, • • • , a^) ou pour tout i 
/a fleche au dessus de a% est a7 (resp. al) si ej = — 1 ('resp. e, = lj. On associe a T s un 
sous-quotient irreductible [V s ] de V(s,n v ) que Von note aussi sous la forme [Si,-- - ,at 
On convient par ailleurs des egalites suivantes : 



[■■■ , a, b , • • ■ k = [■■■, a + &,■•■ k [■■■ , a, b , ■ ■ ■ k = [■ ■ ■ , a + b, ■ ■ ■ k 

D'apres [17], on obtient alors une bijection, modulo les identifications ci-dessus, entre les 
sous-quotients irreductibles de V(s,ir v ) et I 'ensemble des [V s ] telle que Von ait les relations 
suivantes, oil designe arbitrairement V ou~c : 

[[■■■ ,*a*k~*[ b , ■■■}n v \ = [••• ,V,7, !),•••],, 

[[••• ,*i*]n v ~x(~b, - =[■■■ ,V,T, V,-"k 
[[■•■ .^k*! & , •••]ttJ =[•■•, & •••]tt„ 

[[••■ ,Vkx"[ 6 , •••kl =[•■•, & , 7, V,---k 



s-1 



— Dans [17], (ai, • • • , a r ) est represente sous la forme o - ^ < — o • • • o < — ■ • • o — > ot - ou 
les ai premieres fleches vont dans le sens de la fleche au dessus de oi, les a 2 suivantes dans le sens 
de la Heche au dessus de a 2 ... Ainsi graphiquemcnt on a 

[iT]~x [r* 2 ] = o< — • • ~ o < — > b~r£~~ ~o, [rf ] x" [r^ 2 ] = b < — • • ~ d < — > b-To^-o 

i.i.7 — Exemples : la representation cuspidale irreductible tt v de GL g (F v ) etant fixe, avec nos 
notations, on a : 



[*-!]*„ = Pkx ••■ x[0] w J = [[O^x ••• x[0] ff J 



< [*-lL„ = L[0kx • ■ • x [ ]^J = [[fl] ,,x ... x[0] T J 

[t^i.a^U = Lt ^iky tg-t-ikJ = [[ ^ ^^[ pl ]^] 
= [[ s -i-i],„x[t^iy = Ll^k^t^kJ 



Notation : _Dans /a suite [s — l] Wv designera une representation elliptique quelconque de type ir v 
de GL sg (F v ). 
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1.2. Foncteur de Jacquet. — Soit P = MN un parabolique de GLd de Levi M et de radical 
unipotent N . 

1.2.1. Definition. — Pour 7r une representation admissible de GLd(F v ), l'espace des vecteurs 
iV(F„)-coinvariants est stable sous Paction de M(F V ) ~ P(F V )/N(F V ). On notera Jn{k) cette 
representation torduc par Sp 1 ^ 2 . 

1.2.2. Lemme. — Soit g un diviseur de d — sg et ir v une representation irreductible cuspidale 
de GL g (F v ). Pour 1 < h < d, le foncteur de Jacquet verifie les proprietes suivantes : 

- si g ne divise pas h, alors 

■^([^Ik) = JN^dT^i}^) = JN h , d ([*-l]*«) = J N h J{s - 1]ttJ = (0) 

- si h = tg alors 





-lk) = 


[i- 


!k((s- 


-t)/2) « 


l [s-t-l],r„(-t/2) 


J Nt 9 ,sA S 


-ik) = 


= [*- 


- !k((t- 


-»)/2) € 


5[s-i-l]^ (t /2) 


J N op (\S 


-ik) = 


= [*- 


- !k((* 


-«)/2) « 


5 [s - i - l]^(t/ 2 ) 


J N "P ([s - 


-ik) = 


[*- 


!k((s- 


-t)/2) <8 


'[*-*-ik(-t/2) 



Demonstration. — soit T — (eij, ej)i^j^ r , les resultats decoulent alors des proprietes suivantes que 
Ton trouve dans [17] : 

- Jm° p 2 ([r s ]) est de la forme 7r„(-^+cr(0))<S>- • • 7r w (i^+cr(s — 1)) ou a est une permutation 
de l'ensemble {0, • • • , s — 1} soumise a la regie suivante : soit 1 ^ i ^ r avec ej = 1 (resp. ej = — 1) : 
pour tout ai + - • -+a,_i ^ r < r' ^ Oi + - • -+aj alors (T _1 (r) < (T _1 (r') (resp. cr _1 (r) > a^ 1 (r'))S 3 ^ 

- en ce qui concerne Jjv b 2s sg ([r s ]) l a regie est inversee, i.e. cr _1 (r) > (T _1 (r') (resp. cr _1 (r) < 
« ■('•'))• 

□ 

2. Rappels des donnees geometriques 

Soit if une extension finie de Q p , on note Ox son anneau des entiers, Vk l'ideal maximal 
et k = Ok/Vk lc corps residuel de cardinal q — p? . On notera aussi txjk une uniformisante. 
L'extension maximal non ramifiee de K sera notee K nr de complete K nr , d'anneau des entiers 
respectifs 0jf» r et K „ r . 

2.1. Definitions. — - Soit Art^- 1 : Wk — > K x le morphisme de la theorie du corps de classe 
qui envoie les frobenius geometriques Fr du groupe de Weil Wk de K sur les unijormis antes, i.e. 
val(Art x (Fr)) = — 1. Pour c G Wk, on notera deg(c) := val(Art~ (c)). 

- Etant donnes une representation o (resp. ir) de Wk (resp. de GLd{K)) et un entier r, on 
notera a(r) (resp. n(r) ) la representation o ® | Art^ 1 | r (resp. it ® | det \ r ). 

2.1. Le modfele local de Deligne-Carayol. — On considere dans la suite la definition restric- 
tive suivante de O^-module de Barsotti-Tate, cf. par exemple [6] II. 1. 

2.1.1. Definition. — Soit S un O^-schema dans lequel p est localement nilpotent. Un Ox- 
module de Barsotti-Tate sur S, est un groupe de Barsotti-Tate H/S muni d'une injection i : 
Ok ^> End(-ff) verifiant la propriete suivante. L'algebre de Lie de H, Lie(H), est un faisceau 
localement libre sur S muni de deux actions de Ok definies soit par i soit par lc morphisme 
structural Ok — * Os ; on demande alors que ces deux actions coincident et que Lie(H) soit de 
dimension f. 



( 3 ) Autrement dit a est compatible aux orientations des Heches. 
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2.1.2 — On rappelle alors les proprietes suivantes issues de la conjonction des proprietes generales 
sur les groupes de Barsotti-Tate et de la theorie des modules elliptiques de Drinfeld : 

- pour tout d ^ 1, il existe un unique O^-module de Barsotti-Tate formel Y*K,d sur K de 
hauteur d caracterise par les proprietes suivantes sur une loi de groupe F et sa structure de 
K -modulc xeO K ^ <p x (X) G k[[X]] : F(X,Y) = X + Y mod(X, Y) qd , <p mK (X) = X qd et 
(f{ a y(X) = aX modX q , pour tout a G k ou {a} G Ok designe le representant de Teichmullcr 
de a. 

- tout O^-modulc de Barsotti-Tate sur K est de la forme Ejf, s x (K/Ok) 11 - 

2.1.3. Proposition. — (cf. [6]) Soit S un schema localement noetherien sur lequel p est locale- 
ment nilpotent et soit H/S un Ok -"module de Barsotti-Tate. Alors pour tout h 0, il existe un 
sous-schema ferme reduit S^] de S tel que : 

- S 1 '' 1-1 ' C S^ et la codimension de toute composante de S 1 ^ 1 ' dans S^ est au plus 1 ; 

- pour tout point geometrique s de S, s appartient a si et seulement si $H [p](n sep (s)) ^ 

p [K:Q p ]h. 

sur S^ := 5^1 — S^ -1 ^, on a une suite exacte courte de OK~modules de Barsotti-Tate 
— ► H° — ► H — ► H et — > oil H° est formel et H et est ind-etale de hauteur h. 

2.1.4- Definition. — Soit C la categorie des O^-algebres locales, artiniennes, de corps residuel 
k. Pour un objet R de C, une deformation sur R d'un Or- module de Barsotti-Tate Hq/k est un 
couple (H, f) ou H est un O^-module de Barsotti-Tate sur R et / : H n ^^H Xr~k. 

2.1.5. Proposition. — (cf. [4]) Le foncteur qui a un objet R de C associe I'ensemble des classes 
d'isomorphismes des deformations sur R de T,K,d est pro-representable par un anneau local complet 
noetherien Rk,cl de corps residuel k. En outre il existe un isomorphisme 

Rk,<i — K „ r [[Ti, • • ■ ,T d _i]] 

tel que la deformation universelle (T,K t d, f) sur RK,d est caracterisee par les proprietes suivantes 
sur une loi de groupe formel F et sa structure de Ok -module x i— » ip x : 

- F(X, Y) = X + Y mod(X, Y) q ; 

- (f^, K (X) = vjkuqX + T\u\X q + ■ ■ ■ + Td-iUd-iX q +UdX q , ouu\,--- ,Ud sont des unites 
de Knr [[Ti, - ■ ■ ,Td_i]][[X]] x , cf. [13] pl06 ; 

- ip{ a }(X) = aXmodl 2 pour tout a G n. 

2.1.6. Definition. — Une structure de niveau n sur un O^-modulc de Barsotti-Tate H/S de 
hauteur constante h sur un schema S, est un morphisme de O^-modules : 

L n :{V K n /0 K ) d ^H[V n K ]{S) 

tel que {i n (x) : x G (Pk" I^kY} soit un systeme complet de section de la "P^-torsion de H/S. 

2.1.7. Proposition. — (cf. [6]) Soit H/S un OK-module de Barsotti-Tate de hauteur constante 
h sur S connexe et tel que Von ait une suite exacte courte de Ok -module de Barsotti-Tate : 

-» H — > H — > H et -> 

avec H° formel et H et ind-etale. Un morphisme i m : (P^" 1 /Ok) 11 — > H[P^](S) est alors une 
structure de niveau de Drinfeld si et seulement s'il existe un facteur direct M de (V K m /Ok) H tel 
que : 

- t m AM '■ M — > H [Pk] (S) est une structure de niveau de Drinfeld; 

- i m induit un isomorphisme de S-schemas en groupes : ((Pk™ 1 /Ok) 11 / M)s — ► H et [P^]. 

2.1.8. Proposition. — (cf. [4\) Le foncteur qui a un objet R de C associe I'ensemble des classes 
d'isomorphismes des deformations sur R de Y,K.d munies d'une structure de niveau n est pro- 
representable par un anneau local complet, noetherien, regulier RK,d,n de corps residuel k tel que, 
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en notant i n la structure de niveau universelle sur RK,d,n, ei, • • • , /a &ase canonique du Ok/'Pk" 
module {T > ] < n /OkY , et X un parametre de ^K,d/RK,d, alors les X(C n (ei)) forment un systeme de 
parametres locaux de R.K,d.n- 

2.1.9. Definition. — Soit & K l d n le Q r espace vectoriel de dimension finie associe, via la theorie 
des cycles evanescents de Berkovich, au morphisme structural Spf Ric,d,n — * Spf O 1 ^ . 

2.1.10 — Cet espace vectoriel est muni entre autre d'une action de GL d (C^) qui se factorise par 
le morphisme surjcctif naturel GL d {Ox) — ► GL,j(Ok/M k ) et on pose d = lim^^ , d n de 

n 

sorte que pour £ n := Kcr(GL d (0 K ) — » GL d (0 K /V K )), *k,i,d,n = (*KJ,d) An ■ 0n introduit le 
groupe Mk (resp. M' K ) dcfini comme le noyau de 

(g,6,c) G GL d (K) x L>* d x W K ^ val(det(ff- 1 )rn(J) Art^c)) G Z 

(resp. compose avec la projection canonique Z — ► Z/dZ), oil £>K,d est 1' algebre a division centrale 
sur K d'invariant 1/d et d'ordre maximal T>ka- 

2.1.11 — Pour £ un caractere d'ordre fini de if x , on note l d ^ la £'-composante isotypique ou 
£' est la restriction de £ a 0^-. Ainsi "J/^- ; d ^ (resp. ; d ) est muni d'une action de M' K (resp. de 
M K ). 

2.1.12 — Dans la definition de RK,d,n, il est agreable de considerer plutot les deformations par 
quasi-isogcnies ce qui donne un schema formcl Spf RK.d,n,i — Uz Spf RK,d,n de sorte que la 
construction precedente fourni des Q r espaces vectoriels W K t dn — (U l K ( d ) Rn ou 

U K,l,d£ — ma AT K V K,l,d,£ 

est une representation de GL d (K) x -D^ d x W^- 

Pour toute representation admissible irreductible r de D^- d de caractere central £, la 
reciprocite de Frobenius donne que la composante isotypique U l Kld ^{T v ) est isomorphe a 

Hompx (res x' d r, d ou Paction dc (g c ,(r) est donnee par celle de (g,S, a) G M' K pour 

K , d D K.d ' 

(SeD^ quelconquc. 

2.2. Varietes de Shimura simples et systemes locaux. — Commengons par introduire les 
varietes de Shimura simples associees a des groupes unitaircs telles qu'elles sont definies dans [6]. 

2.2.1 — Soit tout d'abord une donnee de type PEL (F, B, *, V, <, >) definie comme suit : 

- soit E une extension quadratique imaginaire pure de Q dans laquelle p se decompose en u et 
u c ou c G Gal(.E/Q) designe la conjugaison complexe. Soit alors F + une extension totalement 
reelle de Q de degre e dont on fixe un plongement t : F + M. On pose alors F = F + E 
et on note v = v\ , ■ ■ ■ ,v r les places de F au dessus de m; F v designe alors le complete du 
localise en v de F, d'anneau des entiers O v et de corps residuel k(v) ~ n q avec q = p fl . 

- B est une algebre a division centrale sur F de dimension d 2 telle que : 

- dinii? B — d 2 ; 

- son algebre opposee B op est isomorphe a B ®e,c E ; soit alors une involution positive 
de seconde espece * sur B, i.e. * : B — ► B op est telle que *\e — c et Tr (xx*) > pour 
tout x G B. 

- a toute place x de F, B x est soit decomposee soit une algebre a division ; 

- B est decomposee en v ; 

- si d est pair alors le nombre de places de F + au dessus desquelles B est ramifiee est 
congru a 1 + f /Q] mod 2. 



MONODROMIE DU FAISCEAU PERVERS DES CYCLES EVANESCENTS 



13 



- V est le B <g) i? op -module sous-jacent a B. Un accouplemcnt alternc (, ) : V x V — > Q (resp. 
(V ® A°°) x (V ® A°°) — > A°°) *-hcrmiticn pour Taction de B sur V est de la forme 

(x 1 ,x 2 ) f 3 = Tr s /Q(a;i/?a;2) 

pour (3 E B* = ~ x (resp. B* = ~ x ® A°°). On dcfinit alors une involution de seconde espece jj^ 
sur _B (resp. B ® A°°) definie par 

((61 ®b 2 )x,y) = {x,{bl®b\)y) 

et on note G/3/Q (resp. Gp/K°°) le groupe algebrique dont les i?-points, pour toute Q-algebre 
(resp. A°°-algebre) R est l'ensemble des paires 

(X,g) E R x x (B op ®R) x 

telles que <7<^' J = A. On note alors G/3,1 le noyau du morphisme v : Gp — ► G m qui envoie 
(A, g) sur A. 

2.2.2 — Pour i = 1, • • ■ , r, on pose Aj = Ob v . C K, 4 et on note son dual dans V v c de sorte que 
A = 0£ =1 Aj © ©j = i A, v Cf <8>q Q p est un Z p -reseau de V <8>q Q p sur lequel l'accouplement de V 
se restreint en un Z p -accouplement. En outre comme B v ~ Md(i 7 !„), en notant ei 1'idcmpotent de 
B v associe au premier vecteur de la base canonique, on a A^i := eiAi ~ (0^) d . 

2.2.3 — Hypothese supplementaire : soit a : F + R, on choisit alors, ce qui est possible, j3 tel 
que 

r (m-f ^(M-l) si (J = r 

2.2.4 — A r est associe une extension 

(, ) T : (V <8> A) x (V <8> A) — > A 

ayant pour invariants (1, 1) en r et (0, rf) a toutes les autres places infinies. On note G T le groupe 
des similitudes associe qui ne depend que de r et pas du choix de (3 bien qu'il y ait jj Ker 1 (Q, G T ) 
choix possibles ou Ker 1 (Q, G T ) designe le sous-ensemble de H X (Q, G T ) constitue des elements qui 
deviennent triviaux dans H 1 (Q p r,G T ) pour toute place p' de Q. 

2.2.5. Remarque. — - On notera que si d est pair alors Ker 1 (Q, G T ) est nul tandis que pour d 
impair on a 

Ker 1 (Q,G T ) = Kex((F + ) x /Q x N F/F+ (F x ) — > A X + /A X N FVF (A\ 

Par aillcurs, cf. [11] §7, pour d impair l'application Ker 1 (Q, Zq t ) — ► Ker 1 (Q, G T ) est bijective 
de sorte que toutes les formes interieures de G T isomorphes a G T partout localement, sont en fait 
isomorphcs a G. 

- On a G T (Q P ) = G(Q P ) ~ (Q p ) x x n[=i( B °f) X ct le stabilisateur de A C V ®q Q p est alors 
sous cet isomorphisme, identifie a Z * x Yli =1 Og v . 

2.2.6 — Soit U p un sous-groupe compact de G(A°°' P ) ct m = (mi, • • • ,m r ) E ZC. . On pose 

r 

U p (m) = U p x z; x JlKer(0^ 4 — (ObJv?*)*) 

i=l 

On considere alors Xjj P < m ) le foncteur de la categorie des paires (S, s) ou S est un o -schema con- 
nexe localement noetherien et s est un point geometrique de S, tel que Xu P ( m )(S, s) est l'ensemble 
des classes d'equivalence des (r + 4)-uplcts (A, A, i,7i p , ti, mi , ■ • • ,<-r,m r ) ou : 

- A est une variete abelienne sur S de dimension ed 2 ; 

- A : A — ► A v est une polarisation ; 

- i : B <—> End(A) ®z Q est telle que (A,i) est compatible au sens de [6] lemme IV. 1.2 p94 et 
A o i(b*) = i(b) v o A pour tout b E B ; 
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- JI P est une £/ p -orbite tti(S, s)-invariante d'isomorphismcs de B (g> A°°' p -modules /i p : V <S)q 
A°°' p — > V P A S qui envoie l'accouplement <, > dc V ®q A°°' p sur un (A°°' p ) x -multiple de 
Paccouplement de Weil associe a A ; 

- ti,mi : w r mi ^i, 1/^1,1 — > e i^[ w " ll ]('S') es t une structure de niveau de Drinfeld ; 

- pour tout i = 2, ■ • ■ , r, ti j?rii : (w 8 ~ mi Aj/Aj)g — ► ^[Uj™*] est un isomorphisme de S'-schemas 
munis d'une action de Ob- 

Deux (r+4)-uplcts (A,\,i,~p, ii, mi ) et (A', \',i',~p', i' i mi ) sont equivalents s'ilexiste une isogenic 
/3 : A — > A' qui envoie A sur un Q x -multiple dc A', i sur i', ~p sur 7*' ct ij iTOi sur 4 m .- 

7 — Remarque : Si s' est un autre point gcometrique de S alors Xjjp{m) (S, s) est canoniquement 
en bijection avec Xjj{S 1 s') de sorte que l'on peut considerer Xjjpi m \ comme un foncteur sur les O v - 
schemas localement noetherien en posant <-f;yp(m) (LL ^*) = Yii Xuv(m){Si) ou l es sont connexes. 

2.2.8. Proposition. - - Si U p est suffisamment petit^, alors Xup(m) e st represents par un 
schema projectif sur SpecO„ que l'on notera X UV ( m ) et que Von appelle la variete de Shimura 
de niveau U . 

Remarque : Soit h : C — ► Ends(F)R lc morphisme d'algebres a involutions ou Ends(V) est 
munie de l'adjonction par rapport a la forme symplcctiquc <, > et C de la conjugaison complexe, 
definit par h(z) := (z,z,- ■ ■ ,z) x (z, ■ ■ ■ ,z) x • • • x (z, ■ ■ ■ ,z) G Gi.r. On note X la classe de 
G T (R)-conjugaison de h de sorte que X s'identifie a l'espace symetrique hermitien G T (M) /Koo ou 
Koo, un sous-groupe compact maximal modulo le centre de G r (K), est le centralisateur dans le 
groupe de Lie G r (K). La variete de Shimura Xupi m ) n'est pas en general associee a la donnce de 
Shimura (G, X), on a en fait la decomposition suivante definie sur F, cf. [11] §8 : 

Xup(m) = ]j Sh t /P( m )(G',X) 

Ker 1 (Q,G) 

ou G' parcourt les formes intericurcs de G T isomorphes a G T partout localement et ou 
Shj/ P ( m )(G', X) designe le modele canoniquc sur F de la variete de Shimura associee a la donnee 
de Shimura (G',X). Ainsi d'apres le remarque (2.2.5), on a X UP ( m ) = Sh[/ P ( m )(G r , X) Kerl ( Q ' Gr ). 
Propriete 1 : quand U varie, les Xjj P ( m -\ forment un systeme projectif de schemas projectif sur 
O v dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand m\ = Us sont en plus etales. 
Propriete 2 : le systeme projectif (^Q/p( m ))t/p ,m est naturellement muni d'une action de G(A°°). 
2.2.9 — Soit U p un sous-groupe compact suffisamment petit de G(A°°' P ). On note Xup, m la fibre 
speciale de X UV ( m ) et soit A la variete abelienne universelle sur Xjj naturellement munie d'une 
action de Ob ce qui donne done une action de Ob, p sur -4[p°°] qui se decompose alors sous la 
forme 

A[p°°] = fiA[vr]xf[A[vr] 

i=l i=l 

Ainsi Q := eA[v°°} est un (9„-module de Barsotti-Tate compatible de dimension 1 et de hauteur d 
sur Xjjp^jn et les groupes de Barsotti-Tate sont ind-etales pour i > 1. 

2.2.10. Definition. — Pour tout ^ h ^ d— 1, on note X^l m et X^} m les strates respective- 
mcnt fermees et ouvertes de X\j v ^ m associees au C„-module de Barsotti-Tate G/Xuv, m , comme 
dans la proposition (2.1.3). 

Propriete 3 : pour tout ^ h ^ d — 1, la strate xfj\ m est de pure dimension h et munie d'une 
action de G(A°°). Dans le cas de bonne reduction, i.e. mi = 0, elle est en outre lisse. 



Ws'il existe un premier x de Q tel que l'image de U p dans G(Q X ) ne contient aucun element non trivial d'ordre fini 
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2.2.11 — Pour tout point geometrique x de X^} m , soit M x le noyau de l'application 

{H, mi )x ■■ «- mi Ai,i/Ai,i — G x [v mi ](K(x)) ~ ^> roi ](K(z)) 
Pour tout x, est un facteur direct de rang d — h de u _mi Ai ) i/Ai ) i sur O v /v mi . De plus quand 
x varie, les Mj se recollent en un faisceau localement constant M_ sur X UP m . On obtient ainsi unc 
decomposition de X^l m indexee par les facteurs directs M de u _mi Ai ) i/Ai ) i, libres de rang d — h 

en tant que O t) /w mi -modules : X^} m = \J M X^} mM ou pour tout point forme" x de X^l m M 
on ait M x = M. 

2.2.12. Lemme. — Supposons m\ = et m! i = mi pour i > 1 alors X^} m , M — ► X^l m est 
fini et plat. 

2.2.13. Definition. — Soit M C Ai^ un 0„-sous-module libre de rand d — h et facteur direct. 
Soit Pm C Aut(Ai i i) le sous-groupe parabolique maximal qui stabilise M. On pose alors 



GaHa^) - G(A°°*) x q; x p m (f v ) x ]J(B o v py 



i=2 

et on note AT^ m M := ^[/P iTOi „-mi M / M . Par ailleurs on associe a M un element g M e 
GLd(F v ) I Pd-h,d(F v ) tel que pour tout relevement gM de ce dernier, M soit l'image par gM de 
l'espace engendre par les d — h premiers vecteurs de la base canonique. 

Propriete 4 : pour M fixe, le systeme projectif des X^} M admet une action de Gm(A°°) de 
sorte que X^} m muni de son action de G(A°°) est geometriquement induit a partir de X^} m M : 

X UP,m — X UP,m,M x P M (O v /v™i) GL d {O v /v mi ) 

2.2.14- Definitions. — - Pour tout h, on notera Mh le facteur direct de A^i libre de rang d — h 
associe au d~ h-premiers vecteurs de la base canonique et G(^)(A°°) le groupe Gm^A 00 ). 

- On notera X^l m M V adherence de X^l M dans Xyl . 
Remarque : On pcut montrer que Xyl m M est lisse. 

Propriete 5 : pour £ une representation de dimension finie de G sur un Q t -espace vectoriel, il 
existe pour tout U p suffisamment petit, un systeme local sur les Xjj P ^ m . 

2.2.15 — Dans [6], les auteurs definissent les varietes d'Igusa de premiere espece ainsi qu'un 
isomorphisme de celles-ci vers X^l m M pour tout M. Ces varietes sont munies d'une action de 
G+ (A°°) qui agit via le quotient G M ( A°° ) — ► G(A°°>p) x Q p x x (Z x GL h (F v ))+ x IIi=2 W)* 
ou (Z x GLh(F v )) + designe le sous-semi-groupe de Z x GLh(F v ) forme des elements (c,g) tels 
que w\ c ^ n h ^ g e GLh{O v ) qui est induit par la surjection Pm(Fv) — ► Z x GLh(F v ) qui a 
9v = 9M{9v,gf)gti associe (u(det g°), gf ). 

Propriete 6 : via la notion de variete d'Igusa de seconde espece, on peut definir des systemes 
locaux J 7 Pv ,m sur les x\jl m M associes a une representation irreductible admissible p v des in- 
versibles D* ._. de Valgebre a division D v ^-h de centre F v et d'invariant l/(d — h). Tout element 
(g p ,g P ^c,g e t ,g 0t ,S) de G(A°°'P) x Q* x (Z x GL h {F v ))+ x n[= 2 ( s °f ) X x ( D v,d-h/ V v,d-h) d ^ 
naturellement un morphisme 

(g p ,g P fi,c,g^\g Vt ,5) : (g p ,g P fi,c,g^ ,g Vl ,S)*(T p , M ® £() — >F p ,m® A 



2.2.16. Definition. — Soit H /Q le groupe algebrique forme interieure de G T telle que H (R) 
est compact, H , v ^ D* d et H (A°°) ~ G(°)(A°°). 
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Propriete 7 : I 'ensemble des points supersinguliers X^l m de Xup, m est un sous-schema de 
dimension nulle, constitue de t)Ker 1 (Q,i?o) classes d'isogenies tel que chaque classe d'isogenie 
Xul tTn {F q )i pour i G Ker^Q,^) est isomorphe, en tant que (^(A 00 ) := G{A°°'P) x D* d x 
Y\ r 1=2 (B°P) x -ensemble, a (cf. [6] lemme V. 1.2 p. 153) : 

H a (®)\G^(An/CD* d xUP(m)) 

En outre I 'action de c v G W v sur cet ensemble est donnee par la translation de deg(c„) sur 
la composante Z ~ D* d /T>* d qui envoie 1 sur une uniformisante H v ,d de D v ^- L'action d'un 
element g°° G G^ ^(A°°) est donnee par la correspondance 



^o(Q)\[^p x Z] H Q (Q)\[^^1 x Z] 

oil £/f(m') est tel que U^' v (m r ) C U 2 ' v {m) n {g 00 -"")^ 1 ^' 1 '(m)g°°- v , avec c x (resp. c 2 ) induit par 
I'inclusion U p ' v (m') C U 2 ' v {m) (resp. par la translation a gauche de g°°- v sur G^ \A°°' V )) et la 
translation de val(det(<7„)) sur la composante Z. 

Remarque : D'apres [10], on a une bijection canonique / : Ker 1 (Q, G T ) — ► Ker 1 (Q, H$) de sorte 
que dans la decomposition sur O v Xjj P ( m -) — Ukct^q g t ) Shj/p( m ) (G, X) l'ensemble des points 
supersinguliers de la composante Sh UP r m \(G,X) indexee par i G Ker 1 (Q, G T ) correspond a la 
classe d'isogenie des points supersinguliers de X UP ( m ) associee a f(i) G Ker 1 (Q, H ). 

2.2.17. Definition. — Pour tout diviseur g de d — sg et toute representation irreductible cus- 
pidalc 7r„ de GL g (F v ), on notera ^(g, s,tt v ) le faisceau concentre aux points supersinguliers dont 
la restriction a toute classe d'isogenie i G Ker 1 (Q, Ho) est 

H (Q)\[{GW(A°°> v )/UP' v {m)) x (Z x JIT 1 



X$l,Mi = H (Q)\[(GM(A°°*)/Uw(m)) x Z] 

ou Paction diagonale de Hq est donnee par translation a droite sur par 
translation de valeur valrn(.) sur Z et par Taction naturelle sur JL _1 ([s — 1]^)- 

2.2.18. Definition. — Pour tout < h < d, on notera 

r 

GW(A°°) := G(A°°>p) x Q; x D* d _ h x GL h (F v ) x J] W)* 

»=2 

3. Rappels des proprietes cohomologiques 

3.0.1. Definition. — Soit r une representation irreductible de D£- h , sa restriction a D^- h est 
une somme de representations irreductibles p\ © • • • @ p er et on notera e T le nombre de celles ci. 
Etant donnee une representation irreductible p de V^- h , soient alors r et r' des sous- representations 
irreductibles de l'induite de V^- h a D£ h de p : d'apres la reciprocity de Frobenius, ce sont 
exactement celles telles que leur restriction a T>^ h contienne p. On en deduit alors que r et r' 
sont inertiellement equivalentes, i.e. t' ~ r ® \ avec \ : S x val ( dct<5 ) pour x G Q;*. On note <Lh 
l'ensemble des classes d'equivalences inertielles des representations admissibles et irreductibles du 
groupe h . De la meme fagon, deux representations tt et ir' de GL g (K) seront dites inertiellement 
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equivalentes, s'il existe un caractere £ : Z — ► Qj* tel que ir ~ ir' o £ o val o det et on notera Cusp ff 
l'ensemble des classes d'equivalence inertielle des representations cuspidales de GL g (K) ainsi que 
e„ le cardinal de la classe d'equivalence inertielle de ir. 

3.0.2. Definition. — Soit a une representation irreductible de Wk- Une representation de Ik 
sera dite cr-isotypique, si ses sous-representations irreductiblcs sont aussi des sous-representations 
irreductibles de la restriction a Ik de a. 

Remarque : Si une representation de Ik est cr-isotypique et cr'-isotypique alors cr et a' sont iner- 
tiellement equivalentes. 

3.0. 3. Lemme. — Pour tout entier g et toute representation irreductible cuspidale ir de GL g (K), 

Demonstration. — On rappelle que l'entier en question correspond au nombre de caracteres \ de 
Z tels que r ~ r ® \ o val o det en notant r = JL~ ([s — 1]„.) ; par Jacquet-Langlands c'est aussi le 
nombre de caracteres x de Z tels que [s — l] v ~ [s — l] w ® (x o val o det) ~ [s — l\ v ^( xova i dot) et 
done au nombre de caracteres £ tels que ir ~ 7r eg) £ o val o det, d'oti le resultat. 

□ 

3.1. Sur le modele local. — Soit r une representation admissible irreductible de D£ h . L'es- 
pace que Ton souhaite etudier est le (GLh(K) x W^-module 

Hom D x (t,Z& m ) =Z4,,, h (T) ~ *5f,i,fcW -Hompx (r,^ M ) 

3.1.1 — Pour tout r, on a un morphisme naturel de A/^-modules : i h( T ) ® T — > *k i h ^ 
envoie / <S> v sur /(«). On note ^ l K i h\ T \ l'image de ce morphisme et soit ^ l K i h mM 1 & prcimage 
de ^xj/iM dans ^ K ihm- Le sous-module ^ K ih[ T \ ne depend que de la classe d'equivalence 
inertielle de r. Le groupe V K h etant compact, on a l h = (S) Te€h ^ K i h[ T \- Soit A T un ensemble 
d'elements de D K h tel que les congruences des val(det 8) pour 5 E A T torment un systeme de 
representants de Z/e T Z. L'application 

ou *^;/j[t] 5 est l'espace !(i [t] muni de la structure de A/^-module ou (g,v,c) agit via 
(g, S~ 1 v5, c), est un isomorphisme de A/if-modules. 

3.1.2. The.ore.me. — (cf. [6]) Pour toute representation irreductible cuspidate ir de GLd(K), 
I d(JL _1 (7r) v ) est nul pour i ^ d — 1 et 

3.1.3. Theoreme. — (cf. [6] theoreme VII. 1.5) Pour tout diviseur g de d — sg et toute 
representation irreductible cuspidate ir de GL g (K), on a 

E(- 1 ) < P47M i (JL- 1 (Sp a (7r) v ))] = ^(-1)1^^1^,^ r eC ^(7r)(- rf + S ~ 2 ~ 2i ) 

i=0 i=l 
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3.2. Sur les systemes locaux d'Harris-Taylor. — Dans la suite nous nc considererons plus 
les schemas sur ¥ q , Xjj Prn , X^\ n ... mais plutot les F g -schemas Xjj Pm ¥ q , xffl m x F(j ¥ q ... 
Afin de ne pas alourdir encore plus les enonces, nous garderons les memes notations, par exemple 
Xijp,m designera ce que Ton devrait noter Xup, m x f, F g . 

3.2.1. Definition. — Pour t v une representation irreductible admissible de D* h , on note 
■7>„,t/p(m),i le faisceau sur X^ P ^ Md _ h note precedemment F Tv ,UP{m),M d - h et on definit : 

^T v ,UP(m) '■= J>„,C7P(m),l x P h ,d(O v /v m i ) GL d (O v / ' V mi ) 

le faisceau induit sur toute la strate x[f p ^. 

— Les systemes locaux T Tv = {^T v ,up(m))up(m) d'Harris-Taylor sont tels que la restriction 
& ^UP,m,M d _ h du «- cme faisceau des cycles evanescents W^t v verifie 

(V*v)L«-» * (^, [ /p W ,i®«j;, 1 , /l , rai (r„))' ,/e -, (3.2.4) 

ou Paction d'un clement (.g°°' p , 5p , , gf,g Vi ,c v ) de G(A°°<p) x Q p x x (GL n _ h (F v ) x GL fc (J , „))+ x 
111=2 (-^°f) X x Wf es ^ donnee par Taction naturelle de 

r 

{g^ p ,9 pfi p- SM MA C tg v )-v{c v ) ig l\g Vl ) 6 G(A°°*) x Q p x x (Z x GL h (F v ))+ x J](B°f ) x 



i=2 



sur le systeme T Tv au dessus de X^ P ^ Md _ h , et par celle de c„) sur la tour des Up v i hmi (t v ). 
L'isomorphisme (3.2.4) implique alors la proposition suivantc. 

3.2.3. Proposition. — Pour touti,j, on a un isomorphisme canonique 
Hi(X { ^ Md _ h ,R^ v ^) h ~ (^(X^U d -,'^ > anm),i®A)^k,^,m 1 (^)) /l/ ^ 

ieZ gue Taction de G(A°°'P) x Q x x (GL d _ h (F v ) x GL h {F v ))+ x n[=2( B °f) X x W„ se P ro " 
Zon 5 e a G(A°°>p) x Q x x GL d _ h (F v ) x GL h (F v ) x nr= 2 ( 5 °f) X x W« rfe so ^ e 9 Me faction 
(g°°<P , g Pt o, g^, g^ ,g Vi ,c v ) sur la limite inductive, indexee par U p (m), du membre de gauche, in- 
duit faction de (g°°' p , g v $P~ ilV ^ , v(det(g®) — v{c v ), gf- , g Vi ) x (gy,c v ) sur la limite inductive du 
membre de droite. 

Dans la suite on couplera la proposition precedente avec la suivantc. 

3.2.4- Proposition. — Soient 1 ^ tg < d, n v une representation irreductible cuspidale de 
GL g (F v ) et II t une representation de GL tg (F v ). Pour 1 ^ i ^ t et pour tout j, 

lim ^(x[f»T^ i ) M(j _ ts ,jF JL -i (Spt(7rt)) v )iC/P(m)il ® £f) n t (8) rec^(7r„) 

C/P(m) 

est naturellement muni d 'une action de G(A°°-p )xQ ? x x GL d _ tg (F v ) x GL tg (F v ) x n[ =2 (#°f ) x x W v 
telle que {g°°' p g p .o, g„, g^f , g Vi , c v ) y agisse via faction naturelle de 

(9°°' p , g P ,op- flv{Cv) ,v(det(g° v ) - v(c v ), g?, 9vt ) 
sur lim Hl(X ( ^~^\ F 1L -i (Spt(7rv y hUP(m) ® C 6 ) et celle de {g ,c v ) sur U t ® rec^ (ir v ). 

UP(m) 

Ainsi I'espace induit associe 

lim i^(Xy Pi ^jF JL -i (Spt( ^ )v);aP(m) ®C^)®U t ®vec J Fv {'K v ) 

UP(m) 
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en tant que representation de GLd(F v ) x W v est de la forme 

0(1^^ n t o X (val(det)) ® tt x ) ® rec^ K o x(val(det))) 

x 

oil x decrit les caracteres Z — > Q* ef 7r x es£ wiie representation de GLd-t g {F v ). 
Demonstration. — Le faisceau -^jl-^Spj (?!-„) v ) etant induit a partir de 3~j h -i( Spt ^ v ) v ).i on a : 
lim ^(Xy„ i ^ ) ,^' JL -i (Spt(7rt;) v )i c /I , (ro) (g)£ $ )®n t (8)rec^(7r j; )) ~ 

C/P(m) 

Ind piAn ) ) J™ ^(^K.M^^^JL-^Sp^TrOV),^^),! ® £ C) ® H * reC F„K) (3-2.5) 
C/P(m) 

tel que Taction de ((g® , <^*) , c v ) s Pt g . d (F v ) x W„ sur le membre de droite de (3.2.5), soit donnee 
par Taction de {gf , val(det#°) - deg(c„)) x (ff°,c„) G GL d - tg (F v ) x Z x GL tg {F v ) x W„ oil 

lim ^(^^..m.Wts'-^JL-HSPt^^v),^^).! A) ( res P- n * 8 ^f^^)) est vue comme un 

UP(m) 

GLd-t g (F v ) x Z-modulc (resp. GL tg (F v ) x WVmodulc). Le resultat decoule alors de Tecriture 

lim Hl{X%^ Md _ tg ,T^-i (SVt( ^ rYJ j P(m)A ® £|) ~ 0x ® tt x 

(7 p (m) X 

oil x decrit les caracteres Z — > Q ; X et oil 7r x est une representation de GLd-t g (F v ), a priori 
reductible. 

□ 

3.2.5 — Remarque : Les systemes locaux T Tv ne sont pas irreductibles mais plutot une somme 
directe de e Tv systemes locaux irreductibles. La complexite de Tecriture de (3.2.4), est la contre- 
partie de la simplicity de la description de Taction de GLd(F v ) x W v qui tient au fait que Ton a 
fait apparaitrc IA F l h (r v ) plutot que Hom-x (p v , l h ) avec p v une representation irreductible 

de I v de sorte que ce dernier est seulement muni d'unc action dc Af v n (GLh(F v ) x D* h ). 

3.2.6. Definition. — On considere pour une representation automorphe II de G r (A), Thy- 
pothese Hyp(co) suivante : IIoo est cohomologique pour une certaine representation algebrique 
£ sur C de la restriction des scalaires de F a Q de GL gi i.e. il existe i tel que 

JP((LieG T (R)) ® K C,£/ r ,n oo ® (e') V ) ^ (0) 

oil t/ T est un sous-groupe compact modulo le centre de G T (R), maximal, cf. [6] p. 92, et oil £' est 
le caractere sur C associe a £ via un isomorphismc Q ; ~ C fixe. On dira que II vcrific Hyp(£) si LI 
verifie Hyp(oo) pour £. 

3.2.7 — On note [H* h ^ T J := ^(-l) 4 lim [Hl{X { ^l Md hl T T ^ uv(mhl ® dans lc groupe de 

i UP.m 

Grothendieck des representations admissibles de (G(A°°' V ) x GLh{F v ) x Z. 

3.2.8. Definition. — Pour tout entier h, on considere Tidentification canonique definie par la 
valuation dc la norme reduitc : fl^/D^ — ► Z. On notcra S : Z — > Q* le caractere defini par 

3.2.9. Proposition. — Pour IT une representation de G T (A), on a alors 

(u oo,v )]= i ttKer 1 (Q,G T )e(n)m(n)RedJ t ,(II ) si 11^ wfr-tfe Hyp(co) 
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oil e(II) est un signe qui depend de II, m(II) est la multiplicite de H dans I'espace des formes 
automorphes et Red^ : Groth(GL d (F„)) — ► Groth(D* h /V* h x GL d _ h {F v )) est defini comme la 
composition des deux homomorphismes suivant : 
~ en premier lieu, on a un homomorphisme 

Groth{GL d (F v )) — > Gioth(GL h {F v ) x GL d - h (F v )) 

[n,]~[Jp h , d ( n ")^p£j 

- ensuite on a un homomorphisme 

Groth(GL h (F v ) x GL d _ h (F v )) Groth(D* h /V* h x GL d _ h {F v )) 
[«®^ vol(D*JF? , dh v )~ lr Tr a^jL^v^j)^ ® /?], 

om -0 decrit les caracteres de 7L ~ D* h /T>* h tels que a et ® ip ont le meme caractere 
central et oil Von considere des mesures de Haar associees sur GLh{F v ) et D* h . 

Remarque : On a e(II) = 1 (rcsp. e(il) = (— l) s_1 ) s'il existe une place x tel que Ila; est de carre 
integrablc (resp. Ii x ~ Speh s (7Ta;) pour tt x irrcductiblc cuspidale de GL g (F x ) avec d = sg). ^ 
3.2.10 — Pour toute representation irreductiblc £ de G(Q), on note C]f g ^ l'ensemble des formes 
automorphes sur H de type (£') v a l'infini. De la proprictc 7, on en deduit le resultat suivant. 

3.2.11. Proposition. — Pour tout i, on a un isomorphisme G(A°°) x W v -equivariant 

lim ff°(A^ m ,i? 4 *, ® £ c ) ~ ^Ker\Q,G T )Kom D: JC^ 0iV W Fut i id ) (3.2.7) 

U*>,m 

Remarque : Le groupe Hq(R) etant compact, I'espace C^ Q ^ s'ecrit comme une somme directe 
®Yj m(n)II oil II decrit l'ensemble des classes d'isomorphismes des representations automorphes 
de Hq(A) cohomologiques pour (£') v . 



PARTIE II 

FILTRATIONS DE MONODROMIE : ENONCES 

4. Enonces des theoremes locaux 
4.1. Groupes de cohomologie des modfeles de Deligne-Carayol. — 

4-1.1 — Considerons le complexe a Heches nulles 

ML'(s) := lArt^-^MV,^]!® |Art^|( s - 3 )/ 2 ,--- , 

® | Art^ 1 p- 5 )/ 2 ) ® JL- 1 (Sp s (l) v ) ® rec£(l)((l - s)/2) 
oil [s — l]i est place en degre 0. Pour it une representation cuspidale de GL g (K), on pose 

7T o ML' (s) := (8 | Art^ 1 l^ 1 )/ 2 , [T, 7^2} n ® | Art^ 1 |^ 3 )/ 2 , • • • , 

[^1]„ ® | Art,, 1 l^ 2 ) ® JL- 1 (S Ps ( 7 r)) v ® rec£ (tt)((1 - sg)/2) 
4.1.2. Theoreme. — Pour tout d, on a UfrfJ'' = © g \ d weCusp n ML'(s) ou Cusp g 

d=sg 9 

designe l'ensemble des classes d 'equivalence des representations irreductibles cuspidales de 
GL g {K). 

( 5 )L'auteur n'est pas certain que le cas H x ~ Speh s (7r x ) soit connu, de sorte qu'on en donnera une preuve. 



MONODROMIE DU FAISCEAU PERVERS DES CYCLES EVANESCENTS 



21 



4-1.3 — Autrement dit, on a 



ou [i , s — i — ljjr est l'unique quotient irreductible de l'induite 

i<;: ( S W*-^ )) ® speh s _ i(7r (zfc^))). 

Remarque : Le cas Iwahori, pourrait se deduire du resultat principal de [14] en utilisant le thcoreme 
de comparaison de Faltings, cf. [5]. 

4.2. Filtration de monodromie-locale. — On rappclle l'amclioration du thcoreme de com- 
paraison dc Berkovich donnee par Fargues en appendice. 

4-2.1. Theoreme- definition. — Soit X —> Spec Ok un morphisme propre d'un schema X de 
type fini de dimension d sur le trait Spec (9k- Le complexe des cycles evanescents R^f^Qi^d — 1] 
est un faisceau pervers munie d'une action de Wk qui fournit une filtration de monodromie dont 
on notera grt les gradues et on considere la suite spectrale E\ 3 = h %+3 gr-i => R l+3+d ~ ll ^/ rt (<Qi). 

Pour tout point geometrique x de la fibre speciale X s , en considerant les germes en x des h l grt, 
on obtient une suite spectrale E l {° x — (h t+: > gr-i) x => R l+: > +d ~ 1, >i> r] (Qi) x dont la nature est purement 
locale de sorte que siY — > Spec Ok est un autre schema avec un point y tel que le complete formel 
de I'anneau local deY en y est isomorphe, en tant que Ok schema formel, au complete formel de 
I'anneau local de X en x, alors pour tout r ^ 1, on a Ep 3 x — Ep 3 y . 

La filtration ainsi obtenue sera dite de monodromie-locale. 

4-2.2 — Pour tout s > 1, on introduit ( 6 ) une suite de bicomplexe MLEp 3 (s) definit comme suit : 

- pour r = 1, MLE\' 3 (s) est nul pour \j\ )sou j = smod2 ou i + j > ou i < (1 — s — j)/2. 
Sinon pour j = 1 — s + 2r avec 0^r<scti = s — 1 — 2r — k avec ^ k < (s — 1 — j)/2, on a 

ML£r 1 ~ 2r ~ M ~ S+2l » = [s-l-A]ix[iTi]i ® I Art^ 1 l^- 1 - 2 -)/ 2 

- les fleches d^ 1 se deduisent des suites exactes courtes (4.2.8) ; 

- pour r > 2, MLEp 3 (s) — MLE 1 ^ 3 (s) est nul pour \j\ > s ou j = s mod 2 ou 2i ^ 1 — s — j, et 

ML£ 2 1 - s+r ' s " 1 - 2r = [s-l-r, ~r}i ® | Art^ 1 
Nous allons en fait prouver Penonce suivant dont decoule directement le theoreme (4.1.2). 

4-2.3. Theoreme. — La filtration de monodromie-locale du complexe Li K ; d est equivariante 
pour Faction de I'algebre de Hecke Tt n = C ryo (& n \GL e i(K)/& n ) et celle de Ik ', en outre pour n 
variant, les filtrations de monodromie locale forment des systemes inductifs compatibles a I' action 
des correspondances de Hecke. On note grd, n ,loc,k l es gradues et E l r ' 3 gr loc les termes de la suite 
spectrale associee avec E\ 3 grloc = h %+3 gr^ n ,loc,-i- On a alors : 

K££*(^)=® JL-\S Ps («y)®(*«MLEi'( S )) 

g\d 7rGCusp g 
d=sg 

ou comme precedemment n O ([s — l]i ® rec^(l)) := [s — ® rec K (7r) et oil (^5^) designe la 
torsion sur la partie galoisienne. 

4.2.4 — Autrement dit on a les proprietes suivantes : 



( 6 )Par exemple pour s = 4 on a represents a la figure (6) les MLE\ 3 (4) et MLE%£ (4). 
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(1) pour tout fc, gr d , n ,loc,k est une somme directe g \ d=sg gr d , n ,ioc,k,-K V , ou en tant que I v - 

7T„eCusp g 

module, grd in ,ioc,k,-K v est recp. (7r„)-isotypique au sens de la definition (3.0.2) ( 7 ) 

(2) les grd.n.ioc.k,Ttv sont nuls pour |fc| ^ s et pour \k\ < s, scs groupes de cohomologie 
h % grd.n.ioc.k.TTv sont nuls pour i < d — s + \k\ et pour i ^ d — s + k mod 2 ; pour d — s + \k\ < 
i = d — s + \k\ + 2r ^ d — 1, h d ~ s+ \ k \ +2r gr d .i c,k,-Kv est l'espace des vecteurs invariants sous 
K Vt „ C GLd(F v ) de l'espace suivant : 

JL^a^l^v) ® [jfcj + 2r]„ v x[s-2-2r- \k\] Vv ® rec£ e (*„)(- ^); 

(3) la suite spectrale £j'^ r j oc = h l+j grddoc-i^v =>■ U^.i.d degenere en i? 2 et ses cf^ se 
dcduisent des suites exactes courtes 

- [t^l.J^k - [t^kxls-i-i],, -» [V, s - 1 - l] ff „ - (4.2.8) 

5. Enonces des theoremes globaux 

5.1. Rappels sur les faisceaux pervers. — Pour X un schema separe de type fini sur un 
corps, on considere la i-structure perverse autoduale sur D^,(X,Qi). On rcprend les notations et 
les resultats de [1] : en particulier quand il n'y a pas de confusion relativement a X, on note pour 
a e Z, P T ^ a , P T > a les fonctcurs de troncations de D b c := L^(X,Q ; ) dans D^ a := Z^(X,Qz)^ Q et 
D >a ._ D h c (X,Qi) >a , Perv := L>>° n D^°, P H° := p t ^ 0p t^° : £>£ — > Perv. 

5.1.1. Definition. — Soit a v une representation irrcductible de W v . Un faisceau pervers P 
irreductible, de la forme j\*£ pour j : U <^-> X localement ferme et £ un systeme local sur U, 
muni d'une action de I v , sera dit cr„-isotypique si C Test au sens de la definition (3.0.2). 

On a alors lc lcmme suivant dont la preuve est immediate. 

5.1.2. Lemme. — Soient <r v _i et <7„ ;2 des representations irreductibles non inertiellement 
equivalentes de W v et soient Pi, P2 des faisceaux pervers muni d'une action de I v , respectivement 
o v .i et a Vi 2 isotypique. Si f : Pi — ► P2 est un morphisme de faisceau pervers I v -equivariant, 
pour tout i, on a h l ip = 0. 

Le lemme (5.3.6) de [1] donne alors la decomposition en somme directe suivante. 

5.1.3. Proposition. — Tout faisceau pervers P sur X muni d'une action de I v s'ecrit comme 
une somme directe P„ v ou la somme porte sur les classes d 'equivalence inertielle des 
representations irreductibles de W v et ou P av est a v -isotypique au sens de la definition (3.0.2). 
En particulier pour tout point geometrique x : Specif — ► X, (P Uv ) x est une representation 
a v -isotypique. 

5.1.4- Corollaire. — Soit P un faisceau pervers sur X muni d'une action compatible de W v . 
On considere s a filtration de monodromie et on note gr^P son gradue de poids k. La suite spectrale 
^ % \gr glob = h t+: >gr-iP h %+ i P est la somme directe sur les classes d'equivalence inertielle des 
representations irreductibles a v de W v des suites spectrales 

EZ iL 3 io b ,* v = V +i 9r-iP„ v h»*P au (5.1.9) 



( 7 )Sans utiliser le fait que les rec^. (ir v ) decrivent l'ensemble des representations irreductibles de W v , l'enonce dit 
que pour c v qui ne serait pas de la forme rec^. (tt v ), grd,ioc,k,a v cs t nul. 
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5.1.5 — Le complexe des cycles evanescents B$> v [d — 1] sur Xxj P ^ m est un faisceau pervers muni 
d'une action de W v ; on considere alors sa filtration de monodromie et on note gr k ^jjp{ m ) son gradue 
de niveau k. On note N le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de sorte qu'en 
particulicr on a N k : gr k ^ UP(m) ~ gr_ ktUP ( m y On pose gr k = {gr ktUP ( m ))up, m , et on dispose alors 
de la suite spectrale E^ 3 UP r m \ gr g i ob = h l+3 {gr_ iiUP ^ m )) =4> i?* + - 7+d_1 \I> tJ equivariante sous Taction 
de G(A°°) x W v , qui, d'apres le corollaire precedent, se scinde en une somme directe portant sur 
les classes d'equivalence inertielle des representations irreductibles u v de W v : 

E i% { m), gr , g lo b ,* v = h i+3 9 r -i,UP (m) ,cr„ R i+0+d ~ 1 ^ v (5.1.10) 

5.1.6. Definition. — Pour £ une representation algebrique irreductible de G sur Q ; , on notera 
grk,up(m),i le gradue de (i?*„ <S> >Q)[d - 1] soit gr k ^ UP(m) ^ ~ gr k ^ UP(m) ® £j. Pour cr„ une 
representation irreductible de W„, on notera gr kt ijp(m),^,a- v g r kjjp(m).a v ® A;- Pour 7r„ une 
representation irreductible cuspidale de GL g (F v ), on notera gr kt jj P r m y nv (resp. gr kt jj P ( m y^ tVv ) 
pour 5r fc)t 7P( m ) )rec v^ (Wtj) (resp. tfr-fc.^M^recV^)) et de maniere generate on mettra un indice tt^ 
en lieu et place de iecp v (n v ). 

5.2. Definition de la categorie des faisceaux pervers de Hecke. — II s'agit ici de donner 
le cadre categoriel pour les enonces ct les preuves des resultats des paragraphes suivants ; ce qui 
suit m'a ete suggere par Jean-Frangois Dat. 

5.2.1. Definition. — On considere un groupe G et on considere un ensemble T tel qu'a tout 
/el soit associe un sous-groupe compact Ki de G. On met sur T une relation d'ordrc partiel J C I 
si et seulement si K.j est un sous-groupe distingue de /C/. Un schema de Hecke pour (G,l), est un 
systeme projectif de schemas Xj = (Xi)i^i rclativement a des morphismes finis rjj : Xj — ► Xi 
de restriction du niveau, tel que pour tout g £ G et tout J C I tels que g~ 1 JCjg C /C/, on dispose 
d'un morphisme fini de schemas [g]jj : Xj — > Xj vcrifiant les proprietes suivantes : 

- pour g e /C/ et J C / , [g]j,i ■ Xj — > Xi est le morphisme de restriction du niveau rjj ; 

- pour tout g,g' G G, et tout K C J C I tels que g~ 1 lC.jg C fCi et (g')~ 1 K,Kg' C /Cj, on a 

[35V,/ - [gUi ° [sW : ^ — — Xi- 

- pour tout J C I, Xj/fCi ~ X/, ou 5 6 /Cj agit sur Xj via [g}j,j ; autrement dit rjj : Xj — > 
Xj est un bon quotient de Xj par K,i/fCj. 

5.2.2 — Exemples : avec les notations du §2.2, 1 est l'ensemble des sous-groupes compacts de 
G := G(A°°) de la forme U p (m) avec X UP<m , ou X { ^~^ Md _ h avec G := G(A°°' t ') x P h . d {F v ). 

5.2.3. Definition. — Soit Xj = (Xj)j un schema de Hecke pour (G,l), on dcfinit alors la 
categorie FPHg(Xx) (resp. FH^(Xi)) des faisceaux pervers (resp. des faisceaux) de Hecke sur Xj 
comme la categorie dont les objets sont les systemes (^ r /)/ 6 x ou Ti est un faisceau pervers (resp. 
faisceau) sur Xj tels que 

- pour tout g £ G et J C / tel que g~ 1 K,jg C /Cj, on dispose d'un morphisme de faisceau sur 
Xi, u.jj(g) : Tj — ► \g\jj,*Tj soumise a la condition de cocycle habituelle 

u K.i(g'g) = [g]j,i,*( u K,j{g')) °uj,i{g) 

- pour tout j 6 £/, ujj(g) se factorise par les K-i invariants, i.e. induit une fleche Tj — ► 
Tj,!,*^' °u 1 designe le sous-faisceau de Tj invariant par tous les ujj(g) ou g decrit K\. 
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Les Heches sont alors les systemes {fi)iex avec // : Ti 
soit commutatif : 

u J,i(a) 



T\ tel que le diagramme suivant 



fi 



\9]jjA?j) 

M .7, /,-(/./) 

\g\j,i,*m 



5.2-4- Proposition. — Pour tout schema de Hecke Xx, la categorieFH^Xx) (resp. FPU G (Xx)) 
est abelienne (resp. abelienne et artinienne). 

Demonstration. — Elle ne presente aucune difhculte. Montrons par cxcmple l'existence d'un noyau 
pour / = (// : Ti — > J 7 /)/- Les categories a niveau fini etant abelienne, soit pour tout J, Gi un 
noyau de //. On a alors le diagramme commutatif suivant : 



Qi 

1 
1 

v 

[g]j,i,*{Gj) - 
1 
1 

y 

[g'g]K,.i,*{GK) 



u .j,i(g) 



uj,i(g) 



[9}jjATj) l ^^[g}j,iAT'j) 



W9]k,jA^k1 



[g]j,i,*(uK,j(g')) 



[g] J,i,*(uK,j(g')) 
"-^&9}kjA :f k) 



De la propriete universelle du noyau Gj (resp. Gk), on cn dcduit une fleche 

uj,i{g) ■■ Gi — > \g\j,iA&j) ( res P- [g]K,jA u K,j(g')) ■ [g].u,*(G.j) — ► \g'g]K,jA&K)) 

la propriete de cocycle pour G decoule alors de celles pour T et T' via la commutativite du 
diagramme precedent. De la mcme facon, en utilisant la propriete universelle du noyau et la 
commutativite du diagramme suivant 



Gi 
I 
I 

Y 



rjjAGj) Kl 



>Fi 

u .r,i(g) 
rjjA^j) 



u J,i{g) 



Kl *tj,i,.{Fj) k ' 



on obtient que pour tout g G /Cj, ujj(g) induit une fleche Gi — > fjj^Gj 



□ 



5.2.5 — Remarque : Dans la suite du texte, les faisceaux de Hecke que Ton considerera seront tels 
que pour g G /C/, ujj(g) induit un isomorphisme Ti — > rjj^Tj 1 , de sorte que par exemple, les 
invariants sous Ki de la cohomologie en niveau J, est isomorphe a la cohomologie en niveau /. 
Cette propriete est clairement conservee par passage au noyau mais ne l'est pas pour les conoyaux. 
Cela etant, on remarquera que les constructions des paragraphes suivants se font toujours par des 
noyaux a partir d'une fleche entre deux faisceaux verifiant cette propriete additionnelle de sorte 
que tous les faisceaux que Ton construit la verifient aussi. 

5.2.6. Notation. — Pour T = (Ti)izx un objet de FPH G (Xx) ou de FH G (Xx), on notera 
H l {T) pour la limite inductive des H % {Xi,Ti). 

5.2.7. Proposition. — Soient Xx, Xx et Yx des schemas de Hecke pour (G,T) tels que jx ■ 
Xx Xx soit un systeme projectif d'inclusions affines G-equivariantes et Yx = Xx\Xx- On 

dispose alors des foncteurs j u Rj*,j\* ■ FPH G (Xr) > FPH G (Xx), Pj* = Pf : FPH G (Xj) — ► 

FPR G {Xx) et pour i : Y x := Xx - X x ^ Xx des foncteurs n = i\ : FPH G (Yx) — ► FPH G (Xr), 
Pi*, PRi'- : FPH G (Xx) — ► FPH G (Fi). 
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Demonstration. — On commence par rappeler la proposition suivante tiree de [1]. 

5.2.8. Proposition. — (cf. proposition 1.3.11 de [1]) Pour tout foncteur exact f, on note p f 
pour p H°f comme foncteur sur la categorie des faisceaux pervers. 

(i) Si f est t-exact a gauche (resp. a droite), p f est alors exact a gauche (resp. a droite). Par 
ailleurs pour T dans (resp. D^°), on a 

p f( p H°F)^> p H°f(F) (resp. P H° f{F)^ p f{ p H°T)). 

(ii) Soit (/+,/_)_) une paire de foncteurs exacts adjoints ; pour que f + soit t-exact a droite, il 
faut et il suffit que f + soit t-exact a gauche et dans ce cas ( p f + , p f+) forment une paire de 
foncteurs adjoints. 

(Hi) Si fi : D h c l — > D° C2 et f 2 : D h c2 ~~ * -^c,3 son ^ t-exacts a gauche (resp. a droite), alors f 2 ° fi 
Vest aussi et p (f 2 o fi) = p f 2 o f\. 

On rappelle que j\, Rj*, j*, i* sont t-exacts et done egaux a leur version perverse alors que 
i* est t-exact a droite. De meme les morphismes rjj et [g]jj etant finis, r} 7 (resp. [g]jj,*) est 
t-exact a droite (resp. t-exact) de sorte que { p rjj, p rjj,*) et ( p [g]jj^ = [g]j,i,*, p [g]'j i) forment 
des paires de foncteurs adjoints avec p r*j j et p [g]'j j (resp. p rj t i t *, resp. p [g]jj,*) exacts a droite 
(resp. a gauche, resp. exact). Pour J C I, considerons le diagramme suivant : 

X,f 3 -^^x 

Xf * 

Soient alors (Ti)i^x un objet de FPH^Xr) et Q^J,! avec u Jj(g) '■ — * [d] *(•?"/)■ P ar ap- 
plication de Rjx,* (resp. jx,\), on obticnt Rji^Ti n '*—W 9 Rj^^jj^iFj) = [g]jj^(Rjj,*Fj) 
(resp. i h \Ti lx ^> 9 fi\\g\jj\(Tj) = \g] J>I>t (Jj,^j))- 

En ce qui concerne jx,\*, on considere le diagramme commutatif de la figure (5.2) ou la fleche 
notee (1) s'obtient a partir du diagramme commutatif suivant 

ij 

comme le morphisme de changement de base i*j o [g}jj,* — ► [g] j,/,* o ij. 

Les cas de i», p i* sont traites ci dessus et ceux de p j* et p Rv se traitent de maniere strictement 
similaire. 

□ 

5.2.9 — Exemples : etant donne un systeme local sur Xq, soit pour I E I, £i = r*j £g ; 
(£i[d])i e x est alors un objet de FPHq(Xx), ou d est la dimension de Xx- Si en outre les Xj 
sont la fibre generique d'un S'-schema Aj de dimension relative d — 1, pour S un trait, alors 
(R& v (£i)[d — l])/ei est un objet de FPHq(Xx) ou Xi designe la fibre speciale de Xi. 

5.3. Notations. — 

5.3.1. Definitions. - - Pour 1 < g < d, on notera s g := [^\, la partie entiere de d/g. 
- On introduit les injections 

■h -^[d-h] _^ -y ->h -Y( d - h ) _ -^[d-h] , =h -y(d-h) -^{d-h) 

1 ■ ^-U".m ^ ss-UP,m, J ■ -A-UP,m ^ ^- Up ,m K l • -^-U" ,m,Md-h U" ,m 
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^ i J)# o p i*j o Rji^(Ti) — ► 



[ff]j,J,*(Jv) 



ii,,o p i}oRji i ,(uj,i(g)) 



II,* o o o [g] 



ij,* o p«* o [ 5 ] JJ ^ o RjjATj) 



(i) 

i/,. oP ('[ff]j,j,.°ij) ^'j,.(Jv) 



° tff]j,j,*° Pi J oi? ij,*(^j) 



-> [ff] ° jjM^j) — \a\j,i,* ° Rjj.A^j) — - [5]././.* p Kj RjjAFj) -> 



On notera FPH(X) fresp. FPHpf), resp. FPR(X (h) ), resp. FPR(X l ' l] )) la categoric des 
faisceaux pervers de Hecke sur la tour des Xjjp.m (resp. Xup, m , resp. X^l m , resp. X^l m ) 
avec G = G(A°°). 

On notera aussi FPH(X^ d _^) (Vesp. FPH(X^ fd _[) / ) la categorie des faisceaux pervers de 

Hecke sur la tour des X^ P ^ M (resp. X^ p ^ M ) avec G = G(A°°' V ) x Ph,d{F v ). On 
utilisera des notations similaires pour les faisceaux de Hecke. 

Un systeme projectif de faisceaux pervers ou pas, non nul T = (Ti)i^x G FPH(x' d ^) (ou 
dans FH(X) ) sera dit induit s'il est de la forme 

(^'ffexp,^, GL d (F v ) 

ou Xpop :{Fv) GL d (F v ) : FPHpf^) — » FPH(X (d est le foncteur qui a un faisceau 
(J~o,i)i associe (Tqj Xp° p d (o„) GLd(O v ))i de sorte que pour tout g G GLd(F v ), la corre- 
spondance associee induit un isomorphisme de g* T-g — >Tq ou T-g est la restriction de T a la 
composante (Xy p ^ M )/ oil M g est le sous-module associe a I'image de g dans le quotient 
GL d {F v )/P h4 {F v ). ' 

Pour tg < d, on notera T(g,t,ir v )i = (T(g, t, n v , 7)i)j e x le systeme local 

■^JL-iQt^l^v),! = ^JL- 1 ([t^l] 7r v),/,l) /eX 



(d-tg) 

UP,m,M d - tg 



t )i=u»(m) & s °tt T(g,t 1 TT v ) — (T(g,t,ir v , I))i le faisceau induit 



sur la tour des (X 

associe, defini done sur la tour des (X^ p t ^) I=UP i m ^ : T(g, t, TT v )[d — tg] G FPH(x' d * 9 ^). 
Pour 1 < tg ^ d, un GL d (F v ) x W v -faisceau sur la tour (X^ p ^if )j-=c/P( m ) sera dit de type 
HT(g,t) s'il est induit, et si sa restriction a {X^ p ^ Md _ tg ) I=UP ( m ^ est de la forme 

(^•( fi r,t, 7 r w ,/)i(g)n^' mi ®x)j 
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pour un certain triplet (U V7 tt v ,x) ou : 

- tt v est une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ), 

- U v est une representation de GL tg (F v ) 

- x un caractere de Z, 

- etK, mi ~Kei(GL tg (O v ) — > GL tg (O v /v m ^)) « 

telle que I'action d'un element (g oc,p , g Pl o, gff, g Vi , c v ) € G(A°°' P ) x Q* x GL tg (F v ) x 
GLd-tg(F v ) x ni=2(^°f) X x W« s °tt donnee par I'action naturelle de 

(g oc > p ,g P ,op- flv{c "\g e v t ,g Vl ,v(d c tg v ) - v(c v )) e G(A°°*) x Q p x x GL d _ tfl (F„) x Z 

swr ^jl-iqJzij^ );1 au dessus de (X^ t , ^ Md _ tg ) I=UP ^ m ), et par celle de (g°,c„) sur U v <g> \- 
On le notera alors 

HT(g, t, n v , U V , X ) = {HT(g, t, n v ,U V7 X , J)) 7 , HT(g, t, n v , YI V , x )[d - tg] € FPH(X (d ~ t9) ) 
et on omet y si celui-ci est trivial. De meme le faisceau HT(g, t, ir v , Tl v ) ® sera note 

HT ( (g,t,w v ,Il v ) = (HT^(g,t,ir v ,Il v , I))i, HT ( (g, t, n v , U v )[d - tg] e FPH(X (d ~' 9) ) 
- Pour tt v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) et 1 < t ^ s g , on note 

P(g,t,Tr v ) = (r(g,t,7r v ,I))j e FPH(X) 
le faisceau pervers defini comme V extension intermediate jfj 9 du faisceau pervers sur 
XuP m\ HT(g, t, n v , [t — — tg] <g> rec^ (n v ), qui est done pur de poids d — tg pour ir v 

unitaire ^ et qui ne depend que de la classe d'equiualence inertielle de n v . 

5.3.2. Remarque. — ^F{g, t, tt v ) et HT(g, t, ir v , n„) (resp. V(g, t, ir v )) se presentent sous la forme 
d'une somme directe de e Vv systemes locaux (resp. faisceaux pervers) irreductibles : 

T{g, t, tt v ) = T(g, t, p Vii ) (resp. V(g, t, n v ) = V(g, t, p v ^)) 

i=l i=l 

donnes par la restriction de JL _1 ([i — IJti-v) a D* tg qui s'ecrit comme une somme directe p v ,i 
de representations irreductibles, de sorte que la difference entre les faisceaux T{g,t, p v j) (resp. 
V(g,t, p Vl i)) provient de Taction de ~D* tg C N v donnee sur chacun comme dans la formule (3.1). 

5.3.3. Definition. — Soit G5 = (<3i)i le systeme projectif de groupes de Grothendieck associes 
aFPH(X 7 ). 

5.4. Filtration de monodromie. — 

5.4-1- Theoreme. — Soit 1 < g < d et s g la partie entiere de d/g. Pour n v une representation 
irreductible cuspidale de GL g (F v ), on a I'egalite suiuante dans : 

e nv [R*«M-i}}= E E ng,t^){.- t9+ l~\ 

k=l~Sg \k\<t^Sg 

t=k—l mod2 

ou la torsion concerne I'action de W v . 

5.4-2 — Pour tout s, soit MGrk(s) le faisceau pervers nul pour |fc| ^ s et egal a 

j>* T(l,t, l v )[d -t]® [t^l] u ® rec^(l„)(-(t - 1 + fc)/2) 

|fc|<t^s 
t=k — 1 mod 2 



' s 'On ne met pas en indice de reference a la dimension tg car en general le contexte est clair. 
( 9 )sinon on rajoute le poids de rec^(w v ) 
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Figure 1. Pour s - 

j^(l,t,l v )[d-t] 

MGr k0 {A) 



4, dans le repere (t,k), on marque sur la ligne k = ko les t tels que 
5 Sp t (l„) ® rec^ (l v )(— (t — 1 + k)/2) soit un constituant de 



k 



-Gh- 



-O- 



5.^.3 — Pour tout representation cuspidale tt v de GL g (F v ), on pose 

tt„ o (j>* T(\,t, l„)[d - I] ® [t = l]i„ ® rec^ (l„)(-(t - 1 + fc)/2)) := 

j,f t, 7r„)[d - tg] ® [t^l]*. rec^ {n v )(-{tg - 1 + fc)/2) 

5.4-4- Theoreme. — Soit 1 ^ g ^ d et s g la partie entiere de d/g. Pour n v une representation 
irreductible cuspidale de GL g (F v ), on a e Vv gr,^ v — w v o MGr,(s g ). 

5.4-5 — Autrement dit pour 1 ^ g ^ d, ir v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) 
et pour tout \k\ < s g , e„ v grk,n v es t egale a 

r(g,t,« v ){- t9 + *-\ 

fe|<t^s s 
t=fe-lmod2 

dans FPH(X), ou la torsion concerne Paction de W v . 

5-4-6. Definition. — Pour 1 ^ g ^ d, et on fixe une representation tt v irreductible cuspidale 
de GL g (F v ), que Ton notera \v pour g = 1. Pour tout 1 ^ t ^ s g , H t designe une representation 
quelconque de GL tg (F v ), qui dans les applications sera elliptique de type ir v . 

5.4-7. Theoreme. — Pour g, n v et LT t comme ci-dessus, on considere la restriction a la tour 
des (X^ P ^) I=UP(m) de h l j^ tg HT(g, t, n v , U t )[d - tg] ; 

- elle est nulle pour h ne s'ecrivant pas sous la forme (t + a)g avec ^ a ^ s g — t ; 

- pour h = (t + a)g avec ^ a ^ s g — t, elle est nulle pour i ^ tg — d + a(g — 1) et sinon elle 
est isomorphe dans FH(X) a ( 10 ' HT (g, t + a, ir v , H t x [a — l]^ v ) <E> S <9 2 



( 10 >cf. la definition (3.2.8) 
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5.4-8. Corollaire. — Pour g > 1, h l j{^ t9 HT(g,t 1 TT v ,Ilt)[d — tg] est nul pour i ne s'ecrivant pas 
sous la forme tg — d + a{g — 1) avec ^ a ^ s g — t et pour un tel i = tg — d + a{g — 1) il est 
isomorphe dans FH(A) a jf^ t+a ^ 9 HT(g,t + a, n v , U t ~x[a — 1]^) <£) H <9 2 ". 

5.4-9. Corollaire. — Pour ir v une representation irreductible cuspidale de GL g {F v ) pour 1 ^ 
g < d, on a 

(i) pour g > 1, {h % grk^ v ) e '" v est une somme directe sur tous les couples (t,a) tels que —d + 
tg + a(g — 1) =i et t = k — 1 mod 2 des faisceaux induits dans FH(A) : 

jf {t+a)B HT{g, t + a, n v , [t^l]^[^t]^) 8 rec£>„)(- * g = 1 + ^ ^ 1} ) 

(ii) pour g = I, la restriction de h % gr^^ pour i = k — lmod2, d la tour des X^ v ^ n pour 
t ^ d + i est egale au faisceau induit dans FH(X) 

HT(l,t, Xv , [t^lk^-i-ik)® Xv{- d + t ~ 1 + k ) 
et nulle dans tous les autres cas. 

5.4-10 — On introduit les bicomplcxcs 

MGEl\s)=($3f l F{l,t,l v )[d-t]®MLEl'{t) 
t=i 

de sorte que le point (2) du theoreme (4.2.3) et done (4.1.2), decoule du resultat suivant. 

5.4-11- Theoreme. — Soit 1 < g ^ d et s g la partie entiere de d/g. Pour n v une representation 
irreductible cuspidale de GL g (F v ), on a e Vv El'* r glob ^ = n v o MGEl'*(s g ). 

5-4-12 — Autrement dit, la suite spectrale (5.1.10) degenere en E 2 et les applications d l { ] sont 
induites par les suites exactes (4.2.8). 

Remarque : A la figure (9) on a represents la suite spectrale (5.1.10) dans le cas g — 6 et s = 4. 

6. Schema de la preuve : par recurrence 

6.0.13 — Remarquons tout d'abord que le theoreme (5.4.4) decoulerait de (5.4.1) si on disposait 
de la conjecture de monodromie-poids (MP) version faisceautique, i.e. la purete des gradues de 
la filtration de monodromie. D'apres le theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues (BF), le 
theoreme (4.2.3) se deduit de la determination des germes en un point supersingulier des gradues 
de la filtration de monodromie du complexe des cycles evanescents de la variete de Shimura et de la 
suite spectrale associee, soit done des theoremes (5.4.4), (5.4.7) et (5.4.11). Par aillcurs, comme on 
l'a deja note, le theoreme (4.1.2) decoule directement de (4.2.3) puisqu'il s'agit de l'aboutissement 
de la suite spectrale associee a la filtration de monodromie-locale. On resume ces implications dans 
le tableau suivant. Le principe est alors de raisonner par recurrence en supposant connu (4.2.3) 



(5.4.1) 




JJ. MP ? 




(5.4.4) + 


(5.4.7) + (5.4.11) 




^BF 


(4.2.3) 


en hauteur < d 




a- 


(4.1.2) 


en hauteur ^ d 



pour tout d! < d. 
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6.0.14- Remarque. — A priori, il nous faut travailler a niveau fini et montrer que les resultats 
obtenus sont compatibles aux correspondances de Hecke ; cependant devant l'immediatete de ces 
verifications et afin de ne pas alourdir encore les preuves, on raisonne souvent sur le systeme 
inductif total. En particulicr nous ne marquerons plus la reference au niveau dans les notations ; 
par exemple on ecrira T Tv au lieu de F Tv ,Up(m)- 

6.0.15 — Dans un premier temps le theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues (BF) et la 
description (HT) des faisceaux des cycles evanescents en fonction des systemes locaux d'Harris- 
Taylor (cf. (3.2.4)), nous permet, §7, de montrer le theoreme (5.4.1). On montre ensuite, proposition 
(8.2.1), le theoreme (5.4.7) hors des points supersingulicrs et on obtient un controle (C) sur ce 
qui peut se passer au niveau de ces derniers. Selon le meme principe, si on disposait de (4.2.3) 
pour la hauteur d, on en deduirait (5.4.7) et (5.4.11). On demontre, §9, comment la connaissance 
des parties de poids minimal de (4.1.2) permet d'obtenir (5.4.7), proposition (9.1.2) ( n > , (5.4.11), 
§9.2 et enfin §9.3, la conjecture de monodromie-poids version faisceautique i.e. le theoreme (5.4.4). 
Rcste alors, §10.1.17, a calculer les parties de poids minimal de (4.1.2) ce qui se fait via l'etude 
de la suite spectrale des cycles evanescents (SSCE) a travers les suites spectrales associees a la 
stratification (SSS) en utilisant le controle (C) sur ce qui peut se passer au niveau des points 
supersingulicrs. Evidemment tout ceci passe par le calcul, ou au moins le controle, des groupes de 
cohomologie (CHT) des systemes locaux d'Harris- Taylor, qui sont distilles au fur et a mesure et 
dont nous detaillons l'enchainement logique apres le tableau recapitulatif suivant. 



§7 : (4.2.3) 

en hauteur d! < d 



BF+HT 



(5.4.1) 



§8 : (4.2.3) 

en hauteur d' < d 



BF+HT 
(8.2.1) 



(5.4.7) hors des points supcrsinguliers 
+ C=contr61c aux points supersingulicrs 



(4.2.3) 

en hauteur d! ^ d (9.1.2) 



(5.4.7)+ (5.4.11) 



§9 : (4.1.2) 
en hauteur d! < d 
et en poids minimal 
pour la hauteur d 



C+N 



(5.4.7) :§9.1 proposition (9.1.2) 
(5.4.11) : §9.2 

(5.4.4) : §9.3 => MP faisceautique 



no 



SSCE+SSS 
+C+CHT 



poids minimal de (4.1.2) 
en hauteur d 



6.0.16 — En ce qui concerne le role des divers calculs de groupes de cohomologie, voici leur cn- 
chainement logique. Pour commencer on calcule exclusivement des composantes IT 00 — isotypiques 
pour n une representation irreductible automorphe et cohomologique de G T (A), car dans tous les 
autres cas tous les calculs donnent des resultats nuls. On considere plus particulierement deux 
situations selon que n„ est de la forme [s — l]„ v ou [s — l] 7Tv pour n v une representation cuspidalc 
de GL g (F v ) avec d — sg. Pour allegcr les notations, on notera H % (jf tg ) pour la composante H°°' v - 
isotypique du z-eme groupe de cohomologie du complexe jf tg T{g, t, tt v ) [d — tg] et on utilisera une 
notation similaire pour H % (j^ 9 ). 

6.0.17 — La situation est largement plus simple dans le cas ou n„ = [s — l] Wv . On commence, 
proposition (7.4.1), par calculer les H l (j^ tg ) et on trouve que ceux-ci sont tous nuls si tg ^ d. 
En utilisant (3.2.6), on en deduit alors, corollairc (7.4.4), le calcul des H l {jf t9 ) qui sont nuls 



( n >dc sortc que (5.4.7)=(8.2.1)+(9.1.2) 
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pour i 7^ 0. Ces calculs permettent de completer, corollaire (7.4.6), aux points supersinguliers, la 
determination des constituants simples du faisceau pervers jf t9 J : {g, t, ir v )[d— tg] obtcnu, corollaire 
(7.3.17), sur les autres strates grace a la description des faisceaux des cycles evanescents en fonction 
des systemes locaux d'Harris- Taylor ainsi qu'au theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues. 
On en deduit alors, corollaire (7.4.11), lc calcul des n^'^-parties des groupes de cohomologie 
H C (X UP m , R l ^f v £,{). A ce moment ci, on dispose du theoreme (5.4.4) de sorte que l'on peut 
calculer via la suite spectrale des poids SSP, corollaire (10.1.1), les Il^'^-parties des groupes de 
cohomologie H* ^ de la fibre generique. On en deduit alors, proposition (10.1.2), les IF^—parties 
des termes E^' 9 de la suite spectrale des cycles evanescents qui nous permet d'obtenir, corollaire 
(10.1.3), une premiere liste de possibilites pour les Up l d (JL _ (Sp s (7r„) v )). 

6.0.18 — On considere alors H v = [s — l] 7Tv ct on calcule, proposition (10.3.4), les H l {jfJ' 9 ) qui sont 
non nuls pour i = s—t mod 2 et \i\ < s—t. De ce calcul et de la connaissance des constituants simples 
des jf tg ' J-{g, t, TT v )[d — tg], on en deduit, lemme (10.3.13), un controle sur les H l (jf t9 ). On etudie 
ensuite la suite spectrale des cycles evanescents. On commence par en determiner l'aboutissement, 
corollaire (10.3.5) et proposition (11.1), en utilisant le calcul des H % {jf* 9 ) ainsi que le theoreme 
(5.4.4). En utilisant le theoreme de Lefschetz difficile ainsi que le corollaire (10.1.3) qui controle ce 
qui se passe au niveau des points supersinguliers, on en deduit, proposition (10.3.12) et corollaire 
(11.2), le calcul des H l (jf t9 ). Le resultat est qu'en ce qui concerne les parties de poids minimal, 
s(g — 1), tout ce passe au niveau des points supersinguliers. L'etude de la suite spectrale des cycles 
evanescents fournit alors la partie de poids s(g — 1) du theoreme (4.1.2) qui d'apres ce que Ton 
a vu, implique les theoremes globaux (5.4.7) et (5.4.11) qui d'apres le theoreme de comparaison 
de Berkovich-Fargues, impliqucnt le theoreme local (4.2.3), ce qui complete la demonstration. On 
resume la discussion precedente dans le tableau suivant. 



n„ = Sp 5 (7r„) 




IF, = Speh s (7r„) 


H\jt t9 ) (7.4.1) 

SSP J| J| (3.2.6) 
Hi (10.1.1) H\jf t9 ) (7.4.4) 


(7.3.17) ^ 

+ 
(7.4.6) 

(5.4.7) 
(5.4.11) 


W( 3 l t9 ) (10.3.4) 


Hi(X (d ~ h \w$>) h^d (7.4.11) 

(10.1.1)^-555 
W(R^) j ^ (10.1.2) 

JJ. SSCE 
controle (10.1.3) 


ii- (5.4.4) 
controle 

(10.3.13) 


il SSP 

V LD 

(10.3.5) 
(11.1) 


LD+(10.1.3) 

a- 

H\ 3 ? t9 ) 
(10.3.12) (11.2) 
SSCE 

<= i (4.1.2) 


BF 

* 

(4.2.3) 



6.0.19. Remarque. - Afin de ne pas multiplier les situations, nous n'avons considere dans nos 
enonces que les faisceaux induits notes HT(g, t, ir v , ILJ a partir des systemes locaux !F(g, t, n v )i ® 



32 



BOYER PASCAL 



II t . Ceux-ci sont munis d'une action par correspondances de G(A°°) x Z ; cependant quand on les 
considere comme des constituants de R^ v , on les voit comme munis d'une action par correspon- 
dances de G(A°°) x W v . Le lien entre les deux situations est donnee par c v € W v \— > —v(c v ) E Z. 
Ann de distinguer les deux situations, Taction de W v sera toujours accompagnee d'un recp (n v ) 
tandis que pour Z il sera toujours question du caractere S (cf. plus loin). 

- Par ailleurs nous ne considerons pas par la suite Faction totale de W v mais plutot ses frobcnius 
semi-simplifies. 



PARTIE III 
PREUVE DES THEOREMES 

7. Etude dans le groupe de Grothendieck (3 
7.1. Groupe de Grothendieck des faisceaux pervers : generalites. — 

7.1.1 — Soit X un F 9 -schema X. On rappelle que la categorie Perv(X) des faisceaux pervers sur 
X est noetherienne et artinienne, ses objets simples etant de la forme oil C est un systeme 
local irreductible sur j : U ^> X, oil U est un ouvert d'un ferme de X. 

Pour P un objet de Perv(X), sa dimension n est par definition la plus grande dimension des 
supports U des faisceaux pervers simples constituant P de sorte que — n = min{i / h l P ^ 0} et 
h~ n P a un support de dimension n. 

7.1.2. Definition. — Etant donnee une categorie triangulee A localement petite, on considere 
son groupe de Grothendieck K(A) defini comme le groupe libre engendre par les classes d'isomor- 
phismes d'objets de A quotiente par les relations : 

-A[l] = -A; 

- A = B + C pour tout triangle distingue B — ► A — ► C — >. 

7.1.3. Proposition. — Soit (T>^° ,V^ a ) une categorie derivee munie d'une t-structure non 
degeneree : on note C son coeur qui est alors une categorie abelienne de groupe de Grothendieck 
Groth(C). L 'application qui a un objet T de V associe 

^{~\y[ p h l T] e Groth(C) 

i 

induit un isomorphisme du groupe de Grothendieck KiV) de la categorie triangulee V, sur 
Groth(C). 

Demonstration. — Pour tout objet Q de V et pour tout n 6 Z, on a un triangle distingue 

T<^nQ — > G — > T^ n+ iQ^ 

de sorte que si Q est un objet de D^ n , on a [Q] = (— l) n [ p h n Q] + [r n+ iQ] car T^ n Q = r^ n T^ n Q = 
( p h n Q)[n\. Soit alors a ct b tel que T soit un objet de TA a ^. En appliquant ce qui precede a 
T-^nT pour n variant de a a 6, on obtient l'egalite [J-] — l) l [ p ^ 4 ^ 7 ], de sorte que l'application 

X^i a i[Pi] € Groth(C) i ► J2i a i[Pi] G K(V) est inverse de celle de l'enonce. □ 

7.1.4- Corollaire. — Soit D£(X, Q t ) la categorie derivee des ^-complexes constructibles sur 
un F q -schema X que I' on muni de la t-structure de perversite autoduale (resp. de la t-structure 
triviale) de coeur la categorie Perv(X) (resp. Const(A) / ) des faisceaux pervers (resp. des fais- 
ceaux constructibles) sur X . Pour tout objet T de D^(X, Q t ), son image dans Groth(Perv(X)) est 
determinee par son image dans Groth(Const(A)). 
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7.1.5. Lemme. — Soit j : U X I'inclusion d'un ouvert U d'un ¥ q -schema X ; on note i : 
Z <^-» X le ferme complementaire. L'image d'un objet T de D%(X, Q t ) dans Groth(Const(X)) est 
determinee par l'image de j*T dans Groth(Const(t/)) et celle de i*T dans Groth(Const(Z)). 

Demonstration. — Le resultat decoule directement de l'existence du triangle distingue j\j*T — ► 
T — > ui*T±L>. □ 

On en dcduit alors la proposition suivante. 

7.1.6. Proposition. — Soit X un schema muni d'une stratification 

x n c x^ c • • • c x^ = x 

et soit V un faisceau pervers sur X. Alors l'image de V dans le groupe de Grothendieck des 
faisceaux pervers sur X est determinee par l'image de J2i(~ ^-Yi^i^lx^ dans le groupe de 
Grothendieck des faisceaux localement constant sur X^ := X^ — X^ 1 ^ pour tout ^ h < d. 

7.2. Image dans (3 de R^/ V [d- 1]. — 

7.2.1. Proposition. — Les complexes Rjf tg T{g, t, ir v ) [d — tg] et jf tg ' T{g,t,i: v )o[d — tg] sont 
des faisceaux pervers. 

Demonstration. — Le resultat decoule du fait que j^ tg est une inclusion affinc. 

□ 

7.2.2. Proposition. — Pour tt v une representation irreductible cuspidate de GL g (F v ), on a 
I'egalite suivante dans © : 



i—l t—i 

\jf ta HT{g, t, n v , [i=l, t=i]„ v ) ® rec^ {ir v ){- 9 ~ 2 + 2% ~ * )] (7.2.11) 

Demonstration. — L'isomorphisme (3.2.4) et I'egalite (3.1.3) determinent pour tout ^ h < d, 
la somme J2A— iy\R ll i — (d - h) ] dans le groupe de Grothendieck de la categoric abclicnne des 

faisceaux constructibles sur X^ P ^. Le resultat decoule alors dc la proposition (7.1.6). 

□ 

7.3. Decomposition dans 25 des if tg T{g, t, w v )[d — tg]. — Rappclons le theoreme de com- 
paraison de Berkovich-Fargues 

7.3.1. Theoreme. — Soit z un point geometrique de Xy p ^ . Le germe en z de R^ v est egal a 
^f v i k.mi en t an t qu'objet de la categorie derivee filtree B b F(Qj). 

Ainsi l'hypothese de recurrence sur la filtration de monodromie-locale des modeles de Deligne- 
Carayol de hauteur strictement inferieure a d, donne le corollaire suivant. 

7.3.2. Corollaire. — Pour tout point geometrique z I=U pi m -\ de f , le germe en Zj de 
h l grk,-K v j verifie les proprietes suivantes : 

(1) il est nul si h n'est pas divisible par g ; 

(2) pour h = tg, Us sont nuls pour \k\ ^ t quelque soit i; 

(3) pour h = tg et \k\ < t : 

(i) Us sont nuls pour i < tg — d — t + 1 + |fc| ou pour i^tg — d — t + l + fcmod 2 ou pour 
i > tg — d ; 

(ii) pour tg — d — t + 1 + \k\ < i = tg — d — t + 1 + \k\ + 2r ^ tg — d, la fibre en zj de 
h l grk,Tr v j est naturellement munie d'une action de M v CiH v ^ mi oil J\f v C GL h {F v ) x D* h x W v 
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est defini comme au §2.1, ou GLh(F v ) est vu naturellement comme un sous-groupe du Levi 
GLh{F v ) x GLd-h{F v ) de GLd(F v ) et ou TL v , mi est I'algebre de Hecke associee a &v, mi C 
GLh(O v ). On obtient alors que la fibre en Zj de (h l grk^ v j) e7rv est isomorphe, en tant que 
Af v n W-y.mi module, aux invariants sous &v, mi de 

JL-^t^lky) ® [jfej + 2r] n „x[t - 2r - jfcj - 2] T „ 8 rec£,K)(- * (g zll±M±A+ 2r ). 

Remarque : En ce qui concerne le dernier point du corollaire precedent, et done le fait que la 
nitration locale soit equivariante, on peut la deduire du theoreme de comparaison de Berkovich- 
Fargues avec les strates des varietes de Shimura en rang a" < d en supposant connus, par recurrence, 
les theoremes globaux pour celles-ci. 

7.3.3. Proposition. — Pour tout 1 ^ t ^ s g , on a I'egalite dans <8 

Sg 

jf t9 HT(g, t, n v , U t )[d - tg] = ]T jfj 9 HT(g, i, n v , U t x[i-t-l]^)[d - ig] ® S^ 9 "' © P t 

i=t 

oil P,t est une somme de faisceaux pervers concentres aux points super singuliers. 

Demonstration. — Dans 6, on ecrit jf tg HT{g, t, tt v , Ht)[d— tg] sous la forme J^i ^^,t,i{J^t) ou les 
Ax v ,t,i(Kt) son t une somme a coefficients positifs dc faisceaux pervers simples de poids d — tg — i, 
que l'on appcllcra les constituants de jf t9 HT(g,t,TT v ,Ht)[d — tg]. On raisonne par recurrence 
descendante sur la dimension des faisceaux pervers qui interviennent, en traitant tous les t par 
recurrence de s g a 1 et en travaillant sur les systemes inductifs comme indique dans la remarque 
(6.0.14). 

7.3.4- Lemme. — Pour tout 1 ^ t < s g , jf* 9 HT(g,t,ir v ,H t )[d — tg] est le seul constituant 
de dimension d — tg de jf tg HT(g, t, n v , n t )[d — tg]. Par ailleurs tous les autres constituants de 
jf t9 HT(g, t, 7r„, II t )[d — tg] sont de poids strictement inferieur a d — tg. 

Demonstration. — On a la suite exacte courte de faisceaux pervers 

-» P ff „, tl o(n t ) -^j? tg HT(g,t,Tr v ,Il t )[d-tg] j^ tg HT(g,t,7r v ,U t )[d - tg] ^0 

oil P nvt t,o est egale a i' st9 '*j^ t9 HT(g, t, ir v , U t )[d — tg — 1] qui est done de poids inferieur ou egal 
a d — tg — 1 et de dimension strictement inferieure a d — tg, d'ou le resultat. 

□ 

7.5.5 — D'apres le lemme precedent, tous les faisceaux pervers qui interviennent dans Pccriture 
de jf tg HT{g, t, -K v ,Ii t )[d — tg] sont de dimension inferieure ou egale a d — tg. Ainsi pour h > d — g, 
il n'y a aucun constituant de dimension h dans les ff tg HT(g,t,ir v ,Tlt)[d — tg] pour 1 ^ t ^ s g 
et pour h = d — g, jf 9 FLT{g, l,7r„,IIi)[rf — g] est le seul constituant de dimension d — g pour 
t = 1. Supposons done que pour tout h > ho, les constituants des jf tg HT{g, t, tt v , IL t )[d — tg] pour 
1 ^5 t ^ s g , sont ccux prcdits par l'enonce et traitons la dimension ho. 

7.3.6. Lemme. — Supposons la proposition (7.3.3) verifiee pour les faisceaux pervers de dimen- 
sion strictement superieure a < ho < d — g, i.e. pour tout 1 ^ t s g , les constituants de 
dimension strictement plus grande que ho des jf tg HT(g,t,-K v ,Ii t )[d — tg] sont les 

jl {t+r)9 HT{g, t + r, n v , IL t xf^l] Vv )[d - tg] ® 
avec d — (t + r)g > h . Pour tout k, I'image dans (3 de e^ v gr k _ 7rv est alors egale a 

E na,t,n v ){- tg + k 2 - l ) + p kM 

\k\<t<(d-h )/g 
t=k — l mod 2 
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ou PkM — {Pk,h ,i)i est une somme de faisceaux pervers simples de dimension inferieure ou egale 
ah a support dans la tour des (-X"[/p' m )j=i7p(m)> i.e. la fibre de h % Pk,h ,i en tout point geometrique 
de Xy p ^ est nulle pour h < d — h et pour tout i. 

Demonstration. — D'apres (7.2.2), chacun^ 12 ) des V(g, t, ir v )(— 19+ ^~ 1 ), pour d — tg > ho est un 
constituant d'un e^ v gr r ^ v ; il s'agit alors de montrer que r — k. Le resultat decoule directement via 
le theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues, de l'hypothese de recurrence sur le theoreme 
local (4.2.3). En effet, pour tg < d les 7r„ -parties des h gr t g t ioc,k sont pures de poids tg — 1 + k. 
L'equivalent du theoreme de Serre-Tate et le theoreme de Berkovich-Fargues impliquent alors que 
la fibre en tout point geometrique z de la strate tg de h tg ~ d grk, Vv est pure de poids tg — l + k. Or la 
fibre en un point geometrique de la strate tg de h t9 ^ d V{g, 1, n v )(— tg+ ^ 1 ) est de poids tg — l + k. 
Ainsi pour t = 1, V(g, l,7r„)((l — ff)/2) est un constituant de gr 0i7r „ car tous les autres faisceaux 
pervers qui interviennent sont de dimension strictement plus petite. 

On raisonne alors par recurrence sur t ; on suppose que pour tout t < to < (d — ho)/g, et tout 
\k\ < t— 1, V(g, t, 7r^) ( — 1 ) es t un constituant de gr k ^ v et traitons le cas de to- D'apres ce qui 
precede on en deduit que pour tout \k\ < t , T(g, t , it v )(— t °9~ 1 + fc ) C st un constituant de gr r ^ v 
avec r ^ k ; en effet dans le cas contraire la filtration par le poids de gr r donnerait une suite exacte 
courte 

0^P^gr riWv — > V(g, t Q , tt v )(- *° g + k ) -> 

modulo des faisceaux pervers de dimension strictement plus petite, ce qui donnerait une suite 
exacte longue 

• • • ^-<W — h^- d V(g, n v )(- to9 ~^ + k ) — h^~ d+1 P ■ ■ ■ 

or h tg ~ d+1 P a un support de dimension strictement plus petite que d — tog de sorte qu'il existerait 
un point geometrique de X^ P tcl que la fibre de h to9 ~ d gr r ^ nj serait de poids tog — 1 + fc ce qui 
n'est pas. Ainsi en particulier pour k = to — 1, il existe r ^ to — 1 tel que gr r ^ v soit de dimension 
d — tog. Pour la meme raison que ci-dessus, on en deduit qu'il s'agit de r = to — 1. On utilise alors 
l'operateur N qui finit de placer les V(g, to, ^v){— to9+ ^~ 1 ) sur les gru.-n v , d'ou la recurrence. 

Par ailleurs on rcmarque qu'en tout point geometrique z de X^l m , pour h ^ ho, la fibre en z 
des faisceaux de cohomologie de grf-, nv! up(m) ~ Pk,h ,u p (m) es t egale a celle du modcle local i.e., 
d'apres le theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues a celle de grk lWv ,ut>(m) de sorte que celle 
dc p k,ho,U"(m) cst nulle. 

□ 

7.5.7 — Retour a la preuve de la proposition (7.3.3) : le principe est d'etudier l'egalite (7.2.11) 
en utilisant le lemme precedent ainsi que (7.3.4) pour jf to9 HT{g, to, tt v , Tlt )[d — tog] dont le seul 
constituant de dimension superieur ou egal ad - t g est 

j^ toa HT(g,to,7r v ,U to )[d-t g]. 
Note : on suppose, afin de simplifier la redaction, que H t est elliptique de type n v . 

7.3.8. Lemme. — Pour I ^t < s g , soit A nvtttr (U t ) un constituant de jf tg ' HT(g,t,ir v ,H t )[d—tg] 
de poids d — tg — r et de dimension ho- II existe alors des entiers k et a ainsi que Tl' t 
une representation elliptique de type ir v , et done de meme support cuspidal que lit, telle que 
■^7r„,t,r(nj) <8> recp. (7r„)(— *(£±12^£±11) so it un constituant de e- Kv grk,-K v - 



( 12 )On rappelle, cf. la remarque (5.3.2), que les V{g,t,Tc v ) ne sont pas irreductibles ; cependant les arguments 
fonctionnent de maniere strictement identique pour tous ses constituants simples car la seule difference entre ceux- 
ci provient de Taction de "D* t . 
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Demonstration. — Soit A^ vt t, r {^-t) un constituant de j( 9 HT(g,t,ir v ,Ht)[d — tg] de sorte que 
An v ,t,r(\t — l]u-„) <8> recj. (7r t ,)(— t ( g+ 2 1 )~ 2 ) apparait dans lc membre de droitc de l'egalite de la 
proposition (7.2.2). On considcrc alors 5 maximal tel qu'il existe une representation elliptique 
W t de type -k v de GL tg (F v ) tel que A 7Vv ^ tr (H' t ) ® rec^ (7r„)(— |) apparaisse dans le mem- 
bre de droite de l'egalite de la proposition (7.2.2). On remarque alors qu'il y apparait avec 
un coefficient positif et aucun negatif de sorte qu'il rcste dans la somme ce qui implique le 
resultat. En effet s'il apparaissait avec un coefficient negatif, ce serait comme constituant d'un 
j^ t,9 HT(g,t',TT v , [t'-r- l,T>] nv )[d - t'g] ® rec^(7T ; ,)(- t ' (g+1) ~ 2(r+1) ) pour r impair positif 
ct on note que jf* 9 HT(g, t',ir v , [t' — l] w „)[d - t'g] <g> rec^(7r t ,)(- t ^ 9+ ^~ 2 ) contiendrait un 
A nv it , r (n") <g> recp. (7T„)(— ^^) pour IT" une representation de meme support cuspidal que H' t , 
contredisant la maximalitc dc S. 

□ 

7.3.9 — Supposons dans un premier temps que ho n'est pas de la forme d — tg et qu'il existe t, r tel 
que A nvitir (H t ) contienne un faisceau pervers simple de dimension ho- Le lemme precedent implique 
alors qu'il existe k > tel que, avec les notations du lemme (7.3.6), Pk,h ait un constituant simple, 
disons Bir v ,k, de dimension ho et de poids d — 1 + 5 pour un certain entier 5. On raisonne alors 
comme dans la preuve du lemme (7.3.6). Etant de dimension inferieure ou egale a h , Pk,h es t alors 
de dimension ho de sorte que h~ ho Pkji a est de dimension ho. En outre comme h~ ho Pk.h .i=up(m), 
d'apres le lemme (7.3.6), est a support dans xfjf m , on en deduit que pour tout point generique de 
x[f°' ml la fibre en ce point de h~ h ° Pk,h ,i cs t non nulle de sorte qu'il existe un point geometrique 

zj de X^^ m tcl que la fibre en zj de h~ h °Pk,h j s °it non nulle. Par aillcurs, les -^-parties des 
h~ h( > gr^joc du modele local de hauteur d — h sont toutes nulles, on cn deduit, d'apres le thcorcmc 
de comparaison de Berkovich-Fargues, que la fibre en z de h~ ha gr k ^ v est nulle ce qui implique 
que 5 ^ k : en effet sinon e 7Tv grk y7Tv est une extension de 

( V(g,t,7T v )(^ t9+ ^ 1 ))(BB k ^ 

\k\<t<(d-h Q )/g 
t=k — l mod 2 

par des faisceaux pervers de dimension inferieure ou egale a ho ce qui implique que (h~ h ° grk^ v ) e ""° 
admettrait h~ h °Bkj l0 comme facteur direct. Selon le meme principe, on doit meme avoir 5 < k. 
Comme on ne dispose pas de la purete des grk, pour montrer que S = k on raisonne alors comme 
suit. 

7.3.10. Lemme. — Soit V un constituant de R^^^d — 1]. On en deduit alors que DV(1 — d) 
est un constituant de i?4 , 7r v [d — 1] . 

Demonstration. — Le resultat decoule simplement de la compatibilitc de R& v avec la dualite de 
Verdier, soit DR^, lv (Q l [d — 1]) ~ R^ r)v (DQ i [d — 1]) et du fait que la fibre generique de X\j v ^ m est 
lisse de sorte que DQ t [d - 1] ~ %[d - 1](1 - d). 

□ 

On considere alors un constituant simple de dimension ho de poids maximal, disons d — 1 + r dc 
R^ 7Tv [d — 1]. C'est alors un constituant de grk^ v pour k > r d'apres ce qui precede. Par ailleurs 
en utilisant le lemme (7.3.10), on obticnt un constituant simple de dimension ho de gr^k,^ et 
de poids d — 1 — r, de sorte que l'operateur de monodromie N k fournit un constituant simple de 
dimension ho de grk,^ v et de poids d—\ — r + 2k > d—l + r, d'ou la contradiction par maximalitc 
de r. 

7.3.11 — Supposons desormais que ho = d — tog et supposons avoir montre par recurrence que 
pour tout ti ^ t < s g , le seul constituant de dimension d — tog de jf tg HT(g, t, ir v , IT t )[d — tg], est 
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j^ toS HT(g,t g, ir v , II t ~x [to — t — — t g] <g> E~ ^ ". Le resultat est verifie pour t\ = to, 

supposons le done verifie jusqu'au rang t\ et traitons le cas de t\ — 1. On etudie alors les faisceaux 
pervers de dimension d — tog dans le membre de droite de (7.2.11), en particulier ceux de poids 
d — t , ce qui donne jfj 09 HT{g, t , tt v , II) [d — t g] ® rec^(7r t ,)(— av ec 

to— *1 

(-1)*"-^ = [to - Ik - H (-l) < [to-t-i] w „'x[i^l] T „ = (-^-'"[ti-i.io-iik- 

Or ce dernier ne peut pas apparaitre dans le membre de gauche de (7.2.11). En effet si t\ est pair 
e'est evident car a gauche il ne peut y avoir que des coefficients positifs. Sinon de ma niere g enerale, 
on raisonnc comme suit. Le lemme (7.3.10) donnerait que jf* 09 HT(g, to, tt^ , [to — t\, t\ — l] x v)[d— 
tog] (E)recF v (^v)(^ to ^ 9+ 2^ 2 ) serait un constituant de e Vv [R^ Vv [d— 1]] qui, vu le poids, ne pourrait 
provenir que de jf ta9 HT(g 1 t( )l iT^ 1 [to — lk)[d — t g] <8> rec^ (ir v )(— t °^ g + 1 ^~ 2 ) ; C e qui n'est pas 
d'apres le lemme (7.3.4). 

Ainsi jy* 09 HT(g, to, tt v , [t± — l,to — £ik)M~ tog]<g>Tecp (n v )(— to< ^ 9 ~ 1 ^ ) doit etreun constituant 
d'un j^ t9 HT(g,t,w v , (T ,t - i - l] Wv )[d - tg] <g> rec^ (7r„)(- *< g ~^+ 2 ' ) pour < i < t et t > t et 
t = ti — 1 mod 2. Le resultat, i.e. t = t\ — 1 et r = 0, decoule alors des trois lemmes suivants. 

7.3.12. Lemme. ----- Pour un point geometrique z de x\j v mM d _ tQg j ^ es fibres en z des fais- 
ceaux de cohomologies des jf* 9 HT(g,t,ir v ,H t )[d — tg] <g> ieCp v (n v ), pour t ^ to, sont, en tant que 
representation de GL t „ g (F v ) x GL d -t og (F v ) xW v de la forme x (II t (x) x n x ) <g>7r x <8>rec)^ (ir v )(x) 
oil x decrit les caracteres de Z et ir x (resp. tt' x ) est une representation de GL( to _ t ) g (F v ) (resp. 

GLd-t g(F v )). 

Demonstration. — C'est evident en utilisant que les strates sont induites, i.e. 

jl tg HT(g,t,ir v ,Il t )=jlt?F(g,t,ir v ) 1 ®Il t x PtM{Fv) P tog , d (F v ) 

en tant que Pt og ,d{F v ) x Z-module. Les torsions decoulent alors de Paction telle qu'elle est decrite 
au §3.2. 

□ 

1.3.13. Lemme. — Supposons que pour tout 1 ^ t ^ to, les constituants simples de dimension 
strictement superieure ad — tog des jf* 9 HT(g,t,TT v ,Ht)[d — tg] sont ceux prevus par la proposition 
(7.3.3) et supposons qu'il existe t < to tel que 

j? t9 HT(g,t,n v , [V, t=7=l]„ u )[d - tg] ® rec^ (n v )(- ^ = ^ + 2r ) 

admette jf^ to9 HT(g,to,Tr v , [ti — 1, 1 ,to — ti] TtJ )[(t— to5](8>rec^. (n v )(— ta< - 9 2 1 - ) ) comme constituant. 
On a alors t < t\ et r = 0. 

Demonstration. — On considere la filtration par le poids de jf' t9 HT(g, t, tt v , [V, t — r — lk ) [d — 
tg] ® rec^ (ir v ) (— *( g ~*)+ 2r ) e t l a suite spectrale qui s'en deduit 

^ = //+V-*(t,r) =► h i+j j? tg HT(g,t,w v , [V, t - r - l]^J[ri-tg]®rec^K)k * (g ~ ^ + ^ ) 

ou grk(t,r) designe le gradue de poids fc de jf tg HT(g, t, 7r„, [V, t — r — lk)M ~~ ® 
rec^. (7i"-u)( — — — ^ +2T " )• D'apres le lemme precedent toutcs les fibres aux points geometriques 
de Xy P ^lid-t g ^ es avec * + J < ^off — ^ sont, en tant que GL tog {F v ) x WVmodule, de 
la forme © x [V,t — r— lk(x) x ® rec F„ (^f (x))(~ *^ g ~^ +2r ) alors que celles des faisceaux 
de cohomologies de j^ to9 HT(g, t , 7r„, [ti — 1, 1 , to — ti]7r„)[^ — iog] S? 1 rec^. (7r«)(— t "^ g 2 ' 1 ^ ) sont 
de la forme x [*i -1, 1 , t — ti] nv ^ x n' x ® rec^ ( y) ) (— * ( ' g 2 ' 1 ^ ) ■ En remarquant que les 
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E\' to9 d+1 % ont un support de dimension strictement inferieur a d — tog et que les sont nuls 
pour n ^ tg — d, on en deduit alors que r = et t ^ t\ . □ 

7.3.14.. Lemme. — Pour tout 1 ^ t < to et toute representation If elliptique de type tt v de 
GL( to _ t - )g (F v ) distincte de [to — t — l] 7Tv , jf tg HT(g,t,ir v ,U t )[d — tg] ne contient pas 

jl t09 HT{g, t a , ir v , Tl t xTl)[d - tg] ® ~(*o-*)( 9 -i)/2. 

Demonstration. — Dans le cas contraire considerons t minimal pour cette propriete. En l'ap- 
pliquant a II t = [t — l] Vv , on en deduit que jQ " 9 HT(g, to, 7r„, [t — 1, 1 ,to — t — l)[d — tg] <g> 
recp (tt v )(— t °^~ 1 ) ) reste dans le membre de droitc de (7.2.11), oil [to — t — 1]^ designe II. En 
effet il y apparait via jf^ 9 HT(g, t, tt v , [t — l]n v )[d — tg] 0reCj. (7T 1) )(— ^ g 2 ) et n'est pas compense 
car d'apres le lemme precedent ce ne pourrait qu'etre pour un t' < t ce qui contredirait la min- 
imalite de t. Si le signe est negatif on obtient directement la contradiction, sinon on argument 
comme suit : par application de la dualite de Verdier, on en deduit que e nv [grk, v v ] pour un certain 
k, devrait contcnir j> to9 HT(g,t ,n^ , \[t^l] Vv x^] v )[d - t g] ® rec F „(7r„)(- to(g + 1) ~ 2 ) qui est 
de poids d + to — 2. Or tous les constituants de dimension strictement superieur ad — t g de 
R^ttv [d — 1] sont de poids strictement inferieur a d + t — 2 de sorte qu'il existerait un point 

geometrique de Xyp jj 9 ' tel que la fibre de h ta9 ~ d gr^^-j en ce point admettrait un facteur direct 
de poids d + to — 2 de la forme \[t — x II t ] v ce qui n'est pas d'apres le corollaire (7.3.2). 

□ 

7.3.15 — Fin de la preuve de la proposition (7.3.3) : pour tout k, on pose dans : 
Qk,w v ,t ■= e Wv gr kiWv - V{g,t,w v )( — ■ ) 

\k\<t^t 

t=k — l mod 2 

Le corollaire (7.3.2) et ce qui precede, prouvent alors que pour tout point generiquc z de dimen- 
sion superieure ou egale ad — tog, ^2i(—^-Y(h , 'Qk.-K v ,to)z es t nulle. On en deduit done d'apres la 
proposition (7.1.6), que Qk,-n v ,t es ^ de dimension strictement inferieure ad — tog, ce qui conclut 
la recurrence. 

□ 

7.3.16. Definition. — Pour t < t' et II t une representation de GL tg (F v ), soit V-(g, t', ir v , t, U t ) 6 

FPH(X) ( 13 ) le faisceau jf/ 9 HT{g, t' , ir v , U t x[i' - t - J[d - t'g] s "'^ 8 ' 1 ' pur de poids 

d - t'g - 2(f - 1) ct V+(g, t', ir v ,t, U t ) = .7,f' 9 PT(g, t' , tt v , U t x[t' - t - l] w „ ) [d - s "'"^ 1 ' , 
pur de poids d — t'g + 2(t' — t). 

La filtration par le poids donne alors le corollaire suivant. 

7.3.17. Corollaire. - (i) II existe, pour ^ i ^ Sg — t, des faisceaux pervers P- Kv ^^(TL-t) (E 
FPH(X) tels que Von ait, dans FPH(X) 7 les suites exactes suivantes : 

-» P^,t,o(n t ) ^.j? t9 HT(g,t,ir v ,Tl t )[d-tg] j^ t9 HT(g,t,7T v ,U t )[d - tg] ^0 

- p T „, t ,i(n t ) — » p ff „,t,o(n t ) — > P-( 5 , « + i,7r„, t, u t ) © ^, t , (n t ) -» o 

-> P ff „, t ,r(n t ) — > P ff „,t,r-i(n t ) — >7 ? -(.g,t + r,7r„,t,n t )©^„,t,r-i(n t ) ^0 

-» p w „,t, aB - t (no — ► p w „, t , Ss - t -i(n t ) — > P-(5,Sfl,7r„,t,n t ) e Ar„,t,« 8 -t-i(nt) — » o 

f 13 )Comme dans la remarque (5.3.2), ccux-ci ne sont pas simples mais plutot une somme directe de e Vv faisceaux 
pervers simples oil la difference entre eux provient de Paction de T> v t . Par ailleurs pour ce qui est des poids cf. la 
remarque (6.0.19). 
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avec A Kvi t 1 i(Ht)> pour 1 < i < s g — t, des faisceaux pervers concentres aux points supersin- 
guliers purs de poids d — tg — i—l et P 7Tv j, Sg -i(Ht) un faisceau pervers concentre aux points 
super singuliers de poids inferieur ou egal a d — tg — s g + t. 
(ii) Dualementpourladualite.de Verdier, le complexe Rjf tg HT(g,t,ir v ,U t )[d — tg} est un objet 
de FPH(X) qui s'insere dans les suites exactes courtes 

- j> ts 'HT(g,t,n v ,n t )[d-tg] — > Rj*T t9 HT(g, t, ir v , Yl t ) [d—tg] — > DP Vv!tfi (U t )(tg-d) - 
DA^^ (n t )(tg - d) V+(g, t + 1, ir v , t, U t ) — > 

DP w „,t,o(n t )(tff - d) — > DP w „ ti i(n t )(t ff - d) - o 



D^.t,,.-!^)^ -<i)®P+(9,t + r, 7r„, t, II t ) — » 

^, f , r -i(n f )(f!) - d) — DPx„ (l r(Ht)(is - d) - o 



DA^ ;tiSs _ t _i(n t )(^-d) eP + (ff,s g ,7r„,i,n t ) — ► 

OiV„t,.,-t-i(IIt)(is - d) — OP»„t,,,-t(n t )(ij - d) - o 

Remarque : Hors des points supcrsinguliers, nous avons montre que les grk etaient purs de poids 
d— 1 + k, ce qui n'a rien d'impressionnant puisque finalement on l'a deduite de la purete locale qui 
nous est donnee d'apres l'hypothese de recurrence. Nous verrons a la proposition (9.3.2) comment 
la demontrer pour les faisceaux pervers supportes par les points supersinguliers. 

7.3.18. Corollaire. — Pour tout \k\ < s g , Vintage de e Vv grk, Vv dans est egale a 

( ]T V(g,t,n v )(- t9 + *- 1 )) + P k 

\k\<t^s g 
t=k— 1 mod 2 

ou comme ci-dessus, P^ est une somme de faisceaux pervers concentres aux points supersinguliers. 
Dans tous les autres cas grk,n v est de dimension nulle, concentre aux points supersinguliers. 

7.4. Etude aux points supersinguliers des jf t3 T{g, t, TT v )[d—tg]. — Le but de ce paragraphc 
est de determiner les faisceaux pervers ponctuels non precises dans la proposition (7.3.3). On 
rappelle que le raisonnement du paragraphe precedent ne s'appliquait pas au niveau des points 
supersinguliers car nous n'y connaissons pas l'aboutissement de (5.1.10). Une idee naive est que 
pour connaitre un faisceau ponctuel, on peut commencer par calculer son groupe de cohomologic 
H°. 

7-4-1- Proposition. — Soit 1 ^ g < d ne divisant pas d (resp. g divisant d — sg), et soit 
II une representation globale de G T (A) telle que II verifie Hyp(£) avec H v ~ Sp s (-7r„) pour 
tt v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ). Pour tout ietl^t^s g (resp. 
1 ^ t < s), la composante n 00 '" -isotypique des groupes de cohomologie des faisceaux pervers 
jf* 9 HT^(g,t,TT v ,H t )[d — tg] est nulle, soit avec les notations de (5.2.6) : 

H\jf^HTt{g,t,K v ,Il t )[d-tg])[W°^] = 0. 

Demonstration. — On raisonne par recurrence pour t variant de s — 1 a 1 ; l'initialisation de la 
recurrence se fait d'elle meme dans la preuve de l'induction qui suit. On reprend les suites exactes 
courtes de faisceaux pervers du corollaire (7.3.17). On montre tout d'abord, par recurrence sur i 
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de s — t — 1 a 0, que pour tout j ^ 0, les groupes de cohomologie H 3 (P 7Tv!ti i(U t ) (g> £^)[n oo ' t '] sont 
nuls et que 

Sg—t—l 

k—i 

Le resultat est clairement vrai pour i = s — t — 1 car P %Vl t,s-t-i(^-t) es t un faisceau pervers 
ponctuel. Supposons done le resultat acquis jusqu'au rang i + 1 et montrons le au rang i. La suite 
exacte longue de cohomologie associee a 

-► P w „t,i(n t ) — » P w „t,i_i(n t ) — ► V-(g, t + i, n v , t, U t ) © A^, M _i(n t ) -► 

fournit, pour j ^ 0, les isomorphismcs ^'(P^^ILJ ® £|)[n°°' u ] ~ iP'^v.t.i-iC 11 *) ® A)! 1100 '"] 
car d'apres l'hypothese de recurrence portant sur les t, W (V(g, t + i, ir v , t, ILJ <g> £j) [Ii 00 ''"] est nul 
ce qui implique la nullite de H^(V_(g, 1 + i,n v ,t,H t ) <8> C^)[H°°' V }. Par ailleurs pour j = 0, on a la 
suite exacte courte 

o - H°(p„ uttii (n t ) ® c € )\n°°> v ] — #°0P^,M-i(n t ) ® A) — > #°(4r„,t,i-i(n t ) ® £ £ ) - o 

d'ou le resultat. 

On considere alors la suite exacte longue de cohomologie associee a 

O^^Aofn,) ^jf* s ^T( 5 ,t )7 r,„n t )[rf-^] ^j^ tg HT(g,t,7r v ,U t )[d-tg}^0 
qui s'ecrit 

- H~\jf t9 ) — > F-^i.f 9 ) — > ff (Pw, S -t-i) ff°0f t9 ) — s ) - 

et pour tout i ^ —1,0, H l (jf t9 ) ~ ou pour alleger les notations, on a omis d'ecrire 

HT^(g,t,7T v ,U t )[d — tg] ainsi que [IT 00 '"]. On en deduit alors que pour i ^ 0, H l {jf t9 ) est pur 
de poids d — 1 + i alors que H°{jf tg ) est mixte de poids inferieur ou egal a d — 1. Le calcul de 
la somme alternee ^i(—l) % H l (jf t9 ), laquelle est nulle pour f d et pour g|d est constitute d'un 
seul terme de poids d — 1 — (s — i), implique alors la nullite des H % (jf tg ) pour i > et celle des 
H l {jf^ 6 ' HT^(g,t,7T v ,U t )[d — tg])[H°°' v } pour i ^ et pour tout -nv La dualite de Poincare donne 
alors la nullite des H l (j^ t9 HT V < {g,t,w^ ,IP/)[(f - tg])[U°°' v ] pour tout ir v et tout i et done 
finalcmcnt la nullite des H' ; (jff fi ' HT^g , t, 7r„,II t )[d - tg})[n°°' v } pour tout i et tout ir v . □ 

7.^. ,2 — Remarque : II est possible de faire des calculs strictement similaires pour n v quelconque. 
Par exemple, au lemme (9.3.2) on traite le cas de tt v ~ Sp ni (£i) ffl • • • ffl Sp„ r (£ r ), le cas general 
etant traite dans la preuve du thcorcmc (14.1). 

7.4-3 — D'apres le corollaire (7.3.17) et en remarquant qu'un faisceau pervers ponctuel n'a de la 
cohomologie qu'en degrc zero, les corollaires suivants decoulent directement de (3.2.6). 

7.4-4- Corollaire. — Pour g divisant d = sg (resp. 1 ^ g < d ne divisant pas d), soit IT une 
representation irreductible de G(A) verifiant Hyp(£) telle que H v ~ Sp s (7r t) ). On a alors : 

(i) pour tout i ^ d — tg (resp. pour tout i), H l c {X^ v ^,M d _ t > F(g,t, ir v )i ® £j)[n oo ' t '] et done 
H^.(X^ p t r ^\j 7 (g, t, n v , I) ® £ £ )[L TOO ' t '] sont nuls et pour i = d — tg 

hm ^- t9 <l 3 k_ ts ,%,M»)i ® A)tn~'"] = 

UP(m) 

ftKer^Q, G T )m(U)[t - t - l] ff „ ( _ t(fl _ 1)/2) ® (Z i£ ^ 11 x ~i) 
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lim Ht t9 (X^X , HTfa, t, n v , Il t ))[Il°°' v ] 

UP(m) 

= t(Ker 1 (Q, G T )m(U)(U t x[t - t - % v ) ® (~(-*)( 9 -D/2 x ~i) 

en fani que representation de GL/ s _ t \ g (F v ) x 1* et de GLd(F v ) x Z, om 2l(7T„) esi I'ensemble des 
caracteres \ '■ ^ — > Q; X > tels 1 ue n v ® X val(det) ~ 7r„ ei m(LT) est /a multiplicity de U dans 
I'espace des formes automorphes. 
(ii) pour tout 1 < t ^ s, on a 

H°( 3 > t9 HT(g, t, 7r„, n t )[d - iff] ® rec^ (tt„)) 

= ttKer 1 (Q,G T )m(n)e Wo (n t ^[S - i - 1] W J ® rec£>„)| - |-(-*)(s-i)/2 

7.^.5 — On rappelle que H est une forme interieure de G T telle que H (A°°' V ) ~ G r (A 00 ' 1 '), 
i?oW est compact et -f/o,t> — 

Hypothese : pour la preuve de l'enonce suivant on considcrc une representation automorphe 
cohomologique et irreductible II de G T (A) telle que : 

- n„ ~ Sp s (7r t; ) pour ir v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) avec d — sg ; 

- I'ensemble 2l/j- 0l j(II) des representations irreductibles automorphes II de -Ho (A) telle que 
(n°°' v ) v ~ IP '", est rcduit a un clement avec m(IT) = m(II), Tl^ ~ JL" 1 ^). 

Remarque : L'existence d'une telle representation II est assuree par Harris-Labesse (cf. [7] theoreme 
3.2.1). 

7.4-6. Corollaire. — Pour tout 1 ^ t ^ s g , les faisceaux pervers A Vv t t,i (lit) du corollaire 
(7.3.17) sont tous nuls et pour g ne divisant pas d (resp. g\d = sg) P Vv ,t,s g -t(^-t) est nul (resp. 
P-K v ,t,s-t-i(J^-t) est le faisceau pervers ponctuel de support I'ensemble des points super singuliers tel 
que P, r „ 1 t,s-t-i(IIt) est isomorphe a F{g, s, tt v )(- ( 8 ~*^ g ~ 1 ) ) ® (n t ~x[s - t - 1]^)). 

Demonstration. — D'apres la proposition precedente on a 

Sg-t-l 

lim H°(X UP , mi A 7rv , t 4n t )(g>£s)[Tl oc > v }+ lim H°(X UP , m , P Wv , t , Sg _ t (IL t ) ® /^[IP^] 

i=0 UP(m) UP(m) 

= lim H^CXu^mJ^HT^g^n^Ut,!))^}. 

UP(m) 

Le membre de droite est d'apres (3.2.6) soit nul, pour g ne divisant pas d, soit de poids d — tg — s g +t 
pour g divisant d. 

- Les faisceaux pervers A Kvi t,i(Ht), pour < i < s g — t etant de dimension zero et purs de poids 
d-tg- i, la nullitc de H°(X [ ^\ Md _ tg , 4r„t,i(II t ) ® £ c )[n°°^] impliquc cellc des A^^Ut). 

- De meme pour g ne divisant pas d, P nv ,t,s-ti faisceau pervers concentre aux points supersin- 
gulicrs, est nul car son groupe de cohomologie en degre l'est. 

- Pour g divisant d, on rappelle, cf. le corollaire (7.4.4), que H l c {X^ P ^ Md _ t ,J r (g,t,TT v )i ® 
C ( )[IP°' V ] est nul pour i^d-tg,et 

lim ^(IK'm^,^,^.)! ® A))[n°°'1 = 

(7P(m) 

(tKer^Q.G^mCn) [s - t - l] ff „ ( _ t(ff _ 1)/2) ® -^"i 9 ^ X 
xea(7r v ) 
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ou %l(n v ) est 1' ensemble des caracteres x '■ ^ — * Qf> tels que n v ® x o val(det) ~ 7r„. Ainsi pour 
toute representation elliptique Il t de type ir v de GL tg (F v ), 

urn fl (iK 1 ,jf s ffr { ( s ,t 1 ,„,n ( )[d-f S ])[r'"] = 

C/P(m) 

||Ker 1 (Q,G T )m(n)e Wl ,n t "x[^t^ l] ff „ ® S ( ' _t) * (9_1> 

en tant que representation de GLd(F v ) x Z. On etudic alors comme precedemment l'egalite (7.2.11) 
et tout particulierement les faisceaux pervers de dimension nulle. En ce qui concerne les faisceaux 
per vers simples de poids s(g + 1) — 4, le mcmbre de droite de (7.2.11) est egal a 

de sorte que Pir v , a -i,i([s — 2] n<i ) contient F{g, s, 7r„)(— s -^ l ) ® [s — 2, 1 ] Wv ct done, vu que les 
strates sont induites, !F{g, s, ir v ){— ® I s ~ 2] 7Tv ~x[ . Par ailleurs d'apres (3.2.7), on a le 
lemme suivant 

7.4-7. Lemme. — Pour toute representation U s de GLd{F v ), on a 

lim H°(X$l >m ,F(g,8,Tr v ) ® £ 5 ® II.) = tfKer^Q, G T )e ff „ (^[JL" 1 ((I) T J]) V ® n s 

C/P(m) 

rfe sorte gwe sa partie Tf°' v -isotypique est e^m(n)II s . 

7.4-8 — Remarque : Sans utiliser [7], on arriverait au fait suivant : pour toute representation 
irrcductible automorphc II de Ho(A), cohomologique pour (£') v de multiplicite m(II), il existe 
unc unique representation irreductible automorphe II de G T (A) telle que n°°'" ~ (II ) v ct 
Lb, ~ JL(n v ), avec m{Ii) ^ m(TT). On renvoie au §12 pour des correspondances de Jacquet- 
Langlands generales. 

7-4-9 — En appliquant ce lemme a II S — U s _i~x[ ] Iv et en utilisant les proprietes imposees a IT, 
on obtient que la partie n^'^-isotypique de lim H (X < £l m ,J r (g,s,ir v )ig>H s -i^<[0 ] n<i ) est egale 

UP(m) 

a la partie Il^'^-isotypique de lim H^(X^l m , HT(g, s— 1, n v , II s _i)[g] qui d'apres ce qui precede 

UP(m) 

est egale a celle de lim H°{Xup,m, ^ir,,,s-i,i(n s _i)). On cn deduit done que P 7rt>iS _i i i(IT s _i) est 

UP(m) 

egal a F{g, s, tt v )(-^-) <g> II s _i x* fo] n v . 

On raisonne alors par recurrence sur t de s — 1 a 1, en supposant que pour tout t > to, 
Pir v ,t,s-t-i{Kt) est isomorphe a F(g, s, ir v )(— ^~*^ fl ~ 1 ^ ) ® II t "x*[s — t— 1]^. On regarde alors les 
faisceaux pervers de dimension nulle et de poids s(g + 1) — 2(s — to + 1) dans l'egalite (7.2.11), soit 

PitM-to-lilh^]**) ® (- *° (g+ 2 1) ~ 2 ) +^,5,^)0 

('g(-l)«[tV^l, Tj^'xta - t - i - 2k) 8 rec£, (tt„)(- a(g + 1} = 2( * = *° + 1} ) 
i=i 2 

ce qui donnc 

f tt„ , to , a - to - 1 ( [*o - 1]tt v ) - ^"(5, s , 7r„ ) ® [t - 1 , 7 , s - t - 1] tt v <S) rec^ (7r„ ) ( - — — — ) 

positif. On cn deduit alors que T(g, s, ir v ) ( — (£zz*2K£nli ) ® [t q — 1, 1 , s — to — l] ff „ est contenu dans 
-Pw„,t ,s-to-i([*o — 1]tt„) et done vu le caractere induit des strates, que P 7 r vito ^_ to _i(H to ) contient 
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F{g, s, n v )(— — *°^ g ® II to ~x [s — t — 1]tt„ • L'egalite provient alors de l'egalite des H° comme 
dans le cas to = s — 1, traite ci-avant, d'ou le resultat. 

□ 

7.4-10. Corollaire. — Le the.ore.me (5.4-1) est vrai. 

Demonstration. — En effet le resultat decoule directcmcnt dc la proposition (7.2.2) en reinjectant 
les egalites de la proposition (7.3.3) ou les Pi it sont nuls d'apres le corollaire (7.4.6). On obticnt 
ainsi pour tout 1 ^ i ^ s g : 



J2(-ir i ^ t9 HT(g,t,n v , [~l,^] Vv )[d-tg]^e4 v (n v )(- t9 2 + 2 * * ) = £(-1)^ ]T 



r=0 



3l {t+r)9 HT{g, t+r, n v , [t=l, t^} Wv xf=lU v )[d-(t+r)g]®vec>> v (n v )(- ( * + r)(g ^ + 2( * 1} ) 
laquelle somme est alors egale a 

jl ta HT{g, t, n v , II M )[d - tg] ® rec£, (tt„)(- % ~ 1} + 2( * ~ * } ) 



ou II M := £ r=i (-l) r 1* - x [i - r - l] ff „ = [i - 1]^ avec 

e,„[fl*„[d-i]] = E 4 =iE t = 4 J.* t9 ^n9,^^,n t , 2 )[d-^] 

0rec^( 7r ,)(- ^- 1 )+^- 1 ) ) 
= Y?tUil t9 HT{g,t,K v ,[t=l\ Vv ) 

«»rec^(7r„)(-V)(E |fc|<* (-1) 

fc=t— 1 mod 2 

= EI=i- 8 E ifci<to fl jf^HTig^t^vAt- ^Jld-tg] 

t=k— 1 mod 2 

®rec^K)(-*^i) 

d'ou le resultat. 



□ 



1.4-11. Corollaire. — Pour tout g\d — sg, et ir v une representation cuspidale de GL g (F v ), on 
considere les groupes de cohomologie H^(X^ P ^ , R % ^ nv <g> ainsi que leur limite inductive sur 
tous les ideaux I de A, limite que Von notera H 3 =h i]r ^. Pour II une representation automorphe 
de G(A) verifiant Hyp(£), on a les resultats suivant : 

(1) pour g ne divisant pas d, les H 3 =h • ^ ^n 00 '"] sont nuls pour tous j, h,i ; 

(2) pour g divisant d = sg et U v ~ [s — 1]^, les H 3 =h i ^ ^ [U°°- v ] sont nuls pour h qui n'est pas 
de la forme tg avec 1 ^ t < s ; 

(3) pour g divisant d = sg et H v ~ [s — les HLtg i tt v ^[^°°' v ] son t nu ^ s P our j d — tg ; 

(4) pour g divisant d = sg et il„ ~ [s — i\n v > les H^*? ^ ^p 00 '"] sont nuls pour i ne verifiant 
pas t(g - 1) < i < tg - 1. Si 1 < t < s et i = tg - r avec 1 r < t, H^*f tg _ r ^ v4 [U°°' v ] est 
isomorphe a 

flKer^Q, G T )m(Il)([t^r, r~^l] Wv x[s - t - 1] W J ® rec%, {Wy){ _ <9 ~ 1) ~ 2(r - t) } 

en tan£ gwe representation de GLd(F v ) x W v , om m(II) est la multiplicite de II dans I'espace 
des formes automorphes. 
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Demonstration. — On rappelle (cf. la proposition (3.2.3)) que pour tout on a un isomorphisms 
canonique 

r v ££ h 

de sorte que les resultats decoule directement du corollaire (7.4.4). 

□ 

8. Faisceaux de cohomologie des jf* 9 T{g, t, ir v ) 

Rappclons, cf §6, que d'apres le theoreme de comparaison de Bcrkovich-Fargues, la nitration de 
monodromie-locale du complexe \I> J, ; d sera donnee par les germes en un point supersinguliers des 
faisceaux de cohomologie des gr]~. On propose alors de calculer tous les faisceaux de cohomologie 
des grk- D'apres la proposition (7.3.3) precisee par le corollaire (7.4.6), il nous suffit de determiner 
les faisceaux dc cohomologie des jf* 9 T{g,t,ir v )[d — tg]. Nous verrons que cela ne pose aucun 
problcme en dehors des points supersinguliers car on peut utiliser l'hypothese de recurrence dans 
le theoreme (4.2.3). Au niveau des points supersinguliers on ne dispose d'aucun renseignement 
local, ccpendant la proposition (7.3.3) nous permet de restreindre efncacement les possibilitcs 
pour les germes en un point supersingulier de ces faisceaux de cohomologie. 

8.1. Une ecriture dans (3 de j^ tg 'f(g,t,n v )[d — tg}. — 
8.1.1. Lemme. — Pour tout 1 ^ t ^ s g , on a I'egalite dans © : 

Sg-t 

V(g, t, n v ) = ]T (-l)^f {t+r)9 HT(g, t + r, ir v , [t=l]* v xf=i]« v )[d - (t + r)g] 

r=0 

®rec^K)(-fc^) 

Demonstration. — On demontre le resultat par recurrence sur t de s g a 1, en utilisant les corollaires 
(7.3.17) et (7.4.6). Le cas t = s g est directement donne par loc. cit. Supposons le resultat acquis 
jusqu'au rang t + 1 et traitons le cas de t. D'apres loc. cit. on a 

j? tg HT(g,t,Tr v ,[t^i]^)[d-tg] ®rec£,(7r„) =P(g,t,n v ) 

s-t 

+ J2j^ t+i)9 HT(g, t + i, n v , [R^xR-rJId - (* + M ® rec£ fa)(- % -£^±) (8.1.12) 
i=i 1 
D'apres l'hypothese de recurrence on a 

jl (t+i)9 HT{g, t + i, n v , [t=l]„J[i=l]« v )[d - (t + i)g] ® rec^ ( 7r „)(-^) = 

s — t—i 

E (-l) r jf {t+l+r)9 HT{g,t + i + r,7r v , [tt]„ u x[tt]* v xf=iU)[d - (t + i + r)g] 

r=0 

®iec v Fv (Tr v ){-± ^ ) 

de sorte que (8.1.12) s'ecrit 

V(g, t, 7r„) - jf t9 HT{ gi t, tt„ [t=l]* v ) [d - tg] ® rec^ (ir v ) = 

S — t / 

E(~ 1 ) r jf (t+r)9 HT(g, t + r,ir v , [t^l] nv xU r )[d - (t + r)g] ® x ^ F ^ v ){-^±) 

r=l 

ou n r = {-ly-^r - l] Wv + YliZl(- 1 ) i ~Hi--l]*v~x[ r ~ i - Ik = [r - Ik d'ou lc resultat. □ 
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8.2. Filtration de monodromie-locale en hauteur non maximale. — On rappelle que 
d'apres l'hypothese de recurrence, le theoreme (4.2.3) est connu pour les modeles locaux de Deligne- 
Carayol de hauteur strictement inferieure a d. Ainsi l'aboutissement de la suite spectrale (5.1.10) 
est connue en dehors des points supersinguliers tandis qu'on ne connait que les germes en des 
points non supersinguliers des termes E\ (cf. le theoreme-definition (4.2.1)). 

8.2.1. Proposition. — Pour g ^ 1 et 1 ^ t ^ s g , les faisceaux de cohomologie h 1 P(g,t,n v ) sont 
nuls pour tout i < t — s g et i qui n'est pas de la forme tg — d + a(g — 1) . Pour i = tg — d + a(g — 1) 
avec ^ a < s g — t, Us sont egaux dans FH(X) a 

Demonstration. — Pour i < tg — d, les h % V{g, t, ir v ) sont tous nuls car V{g, t, ir v ) est de dimension 
d — tg. On a la suite exacte courte de faisceaux pervers 

-> P* v ,i,o(n v ) ®recp v (n v ) — ► jf 9 T{g,t,T: v ,T: v )[d - tg] ® vec y Fv {ir v ) — > V(g,t,ir v ) -> 

ou P 7Vvi ifi{'^v) est un faisceau pervers de dimension d— (t+l)g de sorte que h t9 ~ d jf 9 T{g, 1, ir v )[d—g] 
est isomorphe a jf 9 !F{g,l,-K v ). Le principe est alors d'utiliser le theoreme de comparaison de 
Bcrkovich-Fargues couple avec le lemme (8.1.1). Remarquons tout d'abord que d'apres le corollaire 
(7.3.18), pour tout k, gr k ^ v est pur hors des points supersinguliers, de sorte qu'en ce qui concerne 
les strates non supcrsingulicrcs, on a 

e T >W.= h i P(g,t,7r v )(- t9 ~^ + k ) 

\k\<t^Sg 

t=k—l mod2 

Ainsi d'apres le corollaire (7.3.2), on en deduit le lemme suivant. 



8.2.2. Lemme. — Les h l V(g,t,ir v ) verifient les proprietes suivantes : 

- hormis les points supersinguliers, Us sont a support dans les strata 
avec t'g-d-t' + t-l'^i^t'g-deti = t'g-d-t' + t-l mod 2 ; 

- pour i =t'g — d — t' + t 
est un facteur direct de 



hormis les points supersinguliers, Us sont a support dans les strates X^ p ^ pour t ^t' ^ s g 

12/ '_ , 

pour i = t'g — d — t' + 1 — 1 + 2r, la fibre en un point geometrique de X^ P ^ de h l V(g, t, n v ) 



r < — s Ti ->r, ~ ?n v/ w t'(g-l) + 2(t-l) + 2r. 

[t + 2r- l] Vv x[t'-t-2r- l] w „ ® rec^K)( ^ ^ '- ) 

8.2.3 — Soit z un point geometrique de Iy P ^ 9 '. Les strates etant induites, on en deduit que la 
fibre en z de h l V(g,t,ir v )(—^j^-) est de la forme : 

0([*-"lko X ((t'-t)( fl -i)/2) "xttx) ®recf-„(7r„ — ) 

x 

oil 7r x est une representation de GLu>_ t \ g (F v ). Pour \ = E( _ (* _t )(9 _1 ) _2r )/ 2 avec r > 0, on remar- 
que que si [t — lj^fr) x k x con tient un des deux constituants de [t + 2r — 1]^ x [t 1 — t — 2r — 1]- Kv 
alors il contient aussi tous les constituants dc (\t — l] ff „"x [t' — t — 2r — l] 7Tv ) < x~[2r — l] 7Tv alors que, 
par exemple [2r — 1, 1 , t — 1, t' — t — 2r]^ v ® recp (7r T) )(— * ( g ~*) +2r ) n'est pas un constituant de 
e 7ri ,/i*' 9 ~ <i ~ t ' +t ~ 1+2r .gr 1 _ t ^ v d'ou la contradiction. 

On en deduit ainsi que /i* s-d-t + t ~ 1 'P(g : t,Tr v ) est le seul faisceau de cohomologie ayant un 
support d'intersection non vide avec la strate t'g. Le raisonnement etant valide pour tout t', on 
en deduit aussi que le support de h* +t ~ lr P(g, t, n v ) est contenu dans la strate t'g. Le lemme 
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(8.1.1) donne alors que la restriction a la strate t'g de h* 9 d t +t 1 T'(g,t 1 iT v ) est isomorphe a 
HT{g, t',ir v , (t - lk ~x[t' - t - lk) ® rec^ (tt v )(- ( — ^ £ ^), de sorte que 

h t ' a - d - t ' +t - 1 V( 9 ,t,*v) - j^' 9 HT(g,t',n v , [t=l}„ v x[t' - t - l] Vv )&e4 v (7r v )(- {t ' ~ ^ ~ 

□ 

8.2.4- Proposition. — Pour g = 1, Zes h l V(l,t,Xv), sont nuls pour i ^ t — d et pour i = 

(d—t — r) d—t — r 

t — d leur restriction a X UP m , pour ^ r < d — t est egale dans FH(X ) a HT(l,t + 
Demonstration. — Ellc est strictemcnt identique a celle pour g ^ 1 , en considerant a chaque etape 

(d—t — r) 

les restrictions aux strates X UP m . 

□ 

8.2.5. Proposition. — Pour g ne divisant pas d, h S93 ~ d ~^ Sg ~ l ^V(g,t,Tr v ) est, dans FH(X), iso- 
morphe a 

./■ ■''///••://• s g , ir v , ( = x [ Sg -t-l] Vv ) ) ® rec^ )( _ (*a ~ *)(g ~ 1) ) 
Par ailleurs les h l V(g, t, n v ) sont nuls pour s g g — d — (s g — t) < i ^ 0. 

Demonstration. — Tant qu'on est en dehors des points supersinguliers, les arguments precedents 
s'adaptent, en utilisant le theoreme de comparaison de Berkovich-Fargues avec la connaissance de la 
filtration de monodromic-locale des modeles de Deligne-Carayol en hauteur strictement infericurc 
a d. En ce qui concerne les points supersinguliers, on raisonne par recurrence sur t de s g hi. Pour 
t = s g , le corollaire (7.3.17), joint au corollaire (7.4.6), donne 

T{g,Sg,Tr v ) = jf S9i 'HT(g,s g ,w v , [s g - lk)M - s g g] ®rec^(7r„) 

d'oii le resultat. Supposons done le resultat acquis jusqu'au rang t + 1 et traitons le cas de t. On 
considere les suites exactes courtes du corollaire (7.3.17), oil Ton rappclle que d'apres (7.4.6), les 
An v ,t, g sont nuls : 

O^P^odi^lk) ^j? ta HT(g,t,n v ,[tt]„ v )[d-tg] — > 

j^ a HT(g,t,7r v ,[t^l) Wv )[d-tg}^0 



-» P* v ,t,s t -i([t - lk) — » P* v ,t,. t -t-i([t - lk) — > V-{g,8 g ,ir v ,t, [t - lk) -» 
°u ^ir„,t,s 9 -t([* — lk) est le faisceau pervers nul. On demontre alors par recurrence sur r, de 
s g — t a 0, que le germe en un point supersingulier de h % P„ vi t, r {[t — lk) est nul pour tout i, d'oii 
le resultat. 

□ 

En direction du theoreme (5.4.7), on a le resultat suivant. 

8.2.6. Lemme. — Pour g ^ 1 divisant d = sg (resp. g = 1), la fibre en un point supersingulier 
de h l V(g,t,n v ) (resp. de h l V(l, t, \ v )) est nulle pour i < t — s. Par ailleurs les h t ~ s+l V(g,t,ir v ) 
sont concentres aux points supersinguliers pour < i < s — t, de fibre (resp. la fibre en un 
point supersingulier de h t ~ s+ ' l V(l,t,Xv) est), en tant que GLd{F v ) x W v -module, un sous-espace, 
eventuellement nul, de 

[t=l]* v x[8 - t - 2 - i] nv xfi] nv rec^KX- ( * - - ^ ). 
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Demonstration. — Nous ne traitons que le cas g ^ 1, le raisonnement pour g = 1 etant strictement 
idcntiquc. On raisonne par recurrence sur t de s a 1, le cas t = s etant trivial. Supposons done 
le resultat acquis jusqu'au rang t + 1 et traitons le cas de t. On considere alors les suites exactes 
courtes de faisceaux pervers de (7.3.17). On remarque tout d'abord que toutes les fibres en un point 
supersingulicr des faisceaux de cohomologie des V- (g, t + r, ir v , t, IT t ) sont de poids (s — t)(g — 1) de 
sorte qu'il en est de meme pour les P nv ,t,r{^-t) et done pour V(g,t,n v ). Le resultat decoule alors 
de l'etude des suites exactes longues associees. Une fagon plus visuelle et plus directe d'obtenir le 
resultat est de considerer risomorphisme Dj^ tg J r (g, t, ir v )[d — tg] ~ j^ t9 J 7 (g, t, TTy)[d — tg](d — tg) 
et de regarder la suite spectrale 

E p 2 q = R p Hom(h- q P{g,t,ir v ),K So ) => h p+q V(g, t, ir%)(d - 1) (8.2.13) 

ou K So designe le complexe dualisant sur Xu v . m ( 14 \ On rappelle que pour un faisceau C sur 

Wd-(i+r)g) ,. 

■X- up m i P ar adjonction on a 

RHom(ii t+r)9 3? {t+r)9 £, f%) ~ i ( : +r)9 Rjf {t+r)g RHom(£, jX'+^J^+OsJ/^) 

et commc X^~^ +r)s) est lisse, on a jXt+Os,! i(t+r)g,\ fQ t ~ Qj 2 (d - (t + r)g)]{d - (t + r)g) soit 
pour p ^ -2(d - (i + r)fir), 

RPHom(j^ t+r)9 HT(g,t + a,TT v , [t=l]„ v x[Z=l]* v ) ® | Art^ 1 l"^" 1 )/ 2 , ^ S J ~ 

(i (t+a) fliP H-2 ((1 -( t +a) ff )^(l+a) flfrT(5) ^ + ^ ^[^1]^ ) ® | Art^ 1 - d) 

(8.2.14) 

Ainsi pour z un point supersingulicr, (E^ 9 )?^ pour g de la forme d—tg — a{g — \) (rcsp. q = a+l) 
avec ^ a < s — t, et p = — (s — t — a)g — i avee O^z^s — t — a (rcsp. p = 0), s'il est non nul, est 
mixte de poids (s — t — a — r)(g — l)/2 + (a + r)(g + l)/2 avec ^ r < s — i — a si p < — (s — i — a)g 
et pur de poids (s — t)(g + l)/2 si p = (s — t — a)g. Dans ce dernier cas on obtient alors 

[t^l] nv x[s -t-a- ik x"[£=lk ® | Art^ 1 |-(-*)(fl+i)/2 

(resp. (h- q jfJ' a J : {g,t,'K v ) ) y z {-tg) <g> | Art^ 1 |-(*-*)(ff+i)/2 G u le dual est pris en tant que 
representation de GL^ s _ t - )g (F v )). Dans la figure (2) on represente ces {E^ q ) z de poids (s — t)(g+l). 
Le resultat decoule alors du fait que les E^ sont tous nuls pour i ^ 0. 

□ 

9. Preuve des theoremes globaux sous (9.1.1) 

On rappelle, cf. §6, que le theoreme (4.2.3) decoule, d'apres le theoreme dc comparaison de 
Bcrkovich-Fargues, des theoremes globaux (5.4.4), (5.4.7) et (5.4.11). En outre le theoreme (4.2.3) 
implique, grace a (5.4.11) via Berkovich-Fargues, lc theoreme (4.1.2). Par aillcurs le principe de 
la preuve de la proposition (8.2.1) montre que (4.2.3) implique les theoremes globaux. Le but 
de ce paragraphe est de montrer que le theoreme (4.1.2) implique les theoremes globaux (5.4.4), 
(5.4.7) et (5.4.11) et done le theoreme local (4.2.3). Par souci d'efficacite, on montrera, en utilisant 
l'operateur N, qu'il nous suffit en fait de connaitre les parties de poids s(g — 1) de (4.1.2). 

9.1. Preuve de (5.4.7) sous (9.1.1). — 

9.1.1. Proposition. — Pour tout diviseur g de d — sg et w v une representation cuspidate 
irreductible de GL g (F v ), la partie de poids d — s de j*^(JL _1 ([s — l] w v) est nulle pour 

< i < s et egale a [s — lk ® rec F„ i 77 ^ )(-^p) pour i = 0. 



( 14 )On pourra voir les termes -Bf' 9 a la figure (7) (resp. (8)), pour g = 7, s = 5 ct t = 4 (resp. t = 3, t = 2 et t = 1). 
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Figure 2. parties de poids (s — t)(g+ 1) de la fibre aux points supersinguliers des E^ q 
de la suite spectrale (8.2.13) 

La preuve de cette proposition sera donnee au paragraphe suivant ; montrons comment lc 
theoreme (4.2.3) en decoule. On commence par prouver le theoreme (5.4.7) qui d'apres la propo- 
sition (8.2.1) decoule alors de la proposition suivante. 

9.1.2. Proposition. — Sous le resultat de la proposition (9.1.1), pour g ^ 1 divisant d, 
h t ~ s+i V(g,t,TT v ) est nul pour i ^ et sinon est concentre aux points supersinguliers de fibre 
isomorphe a [t — 1]^, x [s — t — 1]^ ® rec)^ (ir v ){— ^ s ~*^ 9 ~ 1 ^ ) pour i = 0. 

Demonstration. — D'apres le lemme (8.2.6) tous les germes en un point supersingulicr des 
V(g, t, ir v ), sont de poids (s — t)(g — 1). Le raisonnement de la preuve de la proposition (8.2.1) 
s'applique alors tel quel en etudiant les V(g,t,n v )(—^^-^-) pour 1 t < s ct cn utilisant la 
connaissance des parties de poids s(g — 1) de (4.2.3). 

□ 

9.2. Preuve de (5.4.11) sous (9.1.1). — 

Demonstration. — On considere la suite spectrale (5.1.10) associee a la nitration de monodromie. 
D'apres la proposition precedente et le point (ii) de la proposition (7.3.3), le germe en un point 
supersingulicr z de E\ 3 verifie les proprietes suivantes (cf. la figure (6) dans le cas s = 4 et g = 3) : 
- il est nul pour i, j ne vcrifiant pas la condition suivante : il existe ^ k ^ s — 1 tel que 
j = 1 - s + 2k et -k < i < s - 1 - 2k ; 
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- pour j = 1 — s+2k avec ^ k ^ s—1, le germe en z de ^- 1 - 2k - r ' 1 ~ s + 2k p 0ur q ^ r ^ s— 1 — k 

est isomorphe a [s — r — 1]^ x [r — 1]^ ® rec^. (7T„)(— £i£zH+2*). 
En outre d'apres (9.1.1), pour j = 1 — s ct pour tout ^ i < s — 1, l'application c?^' 1 s : 
i^' 1_s — ► i-s j n( j u i^ en z \ a fleche non triviale 



i] Wv x[s - i- 2] Wv — > [i + lk x [s - « - 3] Tv 



dont le noyau est [ i , s — i — 1]^ ct lc conoyau est [i + 2, s — i — 3]^. Le logarithme N k de la 
partie unipotente de la monodromie induit un diagramme commutatif 



E i,i-s 1 ^ E ^+i,i- 



N 



N 



£ rf-2fc,l-.+2fc _2 „ ^_ 2fe+la _ s+2fe 

En remarquant que pour ^ fc ^ — i, 7V fe induit des isomorphismes E\ 2k ^ s+2k ~ E 1 ^ 1 s et 
^i+i-2fe,i-s+2fe ^ ^»+i,i6s^ on cn dechut q UC \ a fleche c p- 2k ' 1 - s + 2k es ^ auss i induite par la fleche 

non triviale [ % ] nv x [s - i - 2] nv — > [i + l] nv x[s-i-l] nv . 

Finalement pour tout 1 ^ t' < t ^ s et tout k = t' — l mod 2 avec |fc| < t' — 1, les flcches 

h - d+tg - (t -t> )grk ^ _^ frdHa . {t ^- 1)gru _^ 
de la suite spectrale (5.1.10), sont non nulles, et se deduisent pour t' < t — 1, des suites exactes 



- [t 1 - l,t - t'] w „ -» [*' - l] Wv x[t-t'-l] 



[t'kx[t-t'-2] T „ [t' + l,t-t / -2] w „ ->0 



et pour t' = t - 1 de la suite exacte — » [t - 2, 1 ],„ — > [f - 2k x [ k —>•[*- lk — > 0. □ 

Remarque : On verraplus loin (cf. les remarques (10.3.6) et (10.4.3)) qu'on pourrait en fait montrer 
(4.2.3) directement, sans utiliser l'operateur de monodromie N. 

9.2.1. Corollaire. — Pour i < d - tg et g > 1, R l jf ts ' HT(g,t,w v ,Ii t )[d - tg] est, dans 
FH(X), une somme directe sur tous les couples (n, r) tels que ng + r(g — 1) = i des faisceaux de 
type HT(g, t + n + r) 

j? (t+n+r)9 HT(g, t + n + r,ir v , (n^^jVf^k) ® 

Pour g = 1, R l jf h HT(l, h, \ v , ILh)[d — h] est a support dans la tour des X^ p ^ ^ et sa restriction 
aXup^ 1 r) est le faisceau : HT(1, h + i + r, \v, (n/»^[^l] x „)x"[r^l] x „) ® £\ 

9.3. Purete de la filtration de monodromie de R^> v [d — 1]. — La proposition suivante 
correspond au theoreme (5.4.4) qui rappelons le decoule, en utilisant la purete de la filtration de 
monodromie, du theoreme (5.4.1) qui est prouve au corollaire (7.4.10). 

9.3.1. Proposition. — Pour tout \k\ < s g , e 7Tv grk l7Tv est, dans FPH(X), egal a 

|fc|<t^S g 

=k— 1 mod2 

Dans tous les autres cas grk^ v est nul. 
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Demonstration. — Par rapport au corollaire (7.3.18), il s'agit de traiter les points supersinguliers 
et done, d'apres le corollaire (7.4.6) de montrer que pour tout r = s — lmod2 et \r\ < s — 1, 
V(g, s, 7r 1) )(— s g+ 2 r ~ 1 ) est un constituant de e nv gr r ^ v . ^ 

On commence par remarquer, cn utilisant la partie unipotente N de la monodromie, qu'il 
suffit en fait de montrer que V(g, s, tt v )(— 8 ^~^ ) est un constituant de e Vv gri- StVv . Considerons 
alors P(g, s, ir v )(— s ^ 9 2 ^ ) et soit r tel qu'il soit un constituant de e Vv gr r ^ v . Soit zi un point 

geometrique de Xyl . D'apres la proposition (9.1.2), les germes en zj des h~ 1 grk^ v sont tous 
de poids strictement plus grand que s{g — 1) sauf pour k = 2 — s. Par ailleurs le germe en zj de 
R d ~ 1 ^! nv n'a aucun constituant de poids s(g — 1) de sorte que r ^ 2 — s. 

- Si on avait r ^ — s, la partie unipotente N de la monodromie donnerait que V(g,s, 7r v )(— ^ — ~) 
serait un constituant de e nv R^tt v [d — 1] ce qui n'est pas d'apres (7.2.2) (7.3.3) et (7.4.6), car 
l-s-2r>s-l. 

- Supposons r = 2 — s : pour s > 2, par application de la dualite de Verdier et de I'operateur de 
monodromie N, on en deduit que V(g, s, 7r„)<E>reCp. (7r«)(~ s ^ g+ 2 1 - 1 2 ) et. 7 , (.g, s, 7r T) )(— ' i ^ g+ 2 1 ^ 4 ) sont 
des constituants de e 7Tv gr s -2,-K V - Ainsi par une nouvelle application de iV, "P(g, s, 7r„)(— £i£l^L^) 
est aussi un constituant de e %v gr s -5 iVv et done devrait apparaitre deux fois ce qui n'est pas. 
Dans le cas s = 2, la situation defavorable correspondrait a V(g,2,n v )(—g) et V(g, 2, 7r„)(l — .g) 
constituants de e^^gro,^ de sorte que dans la cohomologie globale, la monodromie serait nulle ce 
qui est en contradiction avec la proposition suivante pour s = 2. 

□ 

9. 3. 2. Proposition. — Pour tout diviseur g de d — sg et toute representation irreductible cusp- 
idate de GL g (F v ), il existe une representation irreductible automorphe II de verifiant Hyp(oo) 
telle que U v ~ [s — l] nv telle que I'operateur de monodromie N sur H%~ 1 \n°°] soit non nul oil 
H* v = lim H^Xup^^F^Cs)- 

U*(m) 

Demonstration. — Le principe, qui nous a ete suggere par M. Harris, est de se ramener au cas 
Iwahori par changement de base resoluble. Commcncons done par traiter le cas Iwahori. Notons 
que recemment Yoshida et Taylor, cf. [16], ont redige ce resultat qui par ailleurs m'avait ete 
explique par A. Genestier. Cependant dans notre cas, vu que Ton nc s'interesse qu'au cas s = 2 
et done g = 1, le resultat a deja ete prouve par Carayol, cf. [3]. 

Considerons desormais le cas general de tv v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) 
pour g > 1. On reprend les notations de [6]. La somme alternee de la cohomologie de la variete 
globale a valeur dans dans le groupe de Grothendieck correspondant, y est ecrite sous la forme 

5>°° ® [^(tt 00 )] = ^(-l^O 

7r°° i 

ou tt°° decrit l'ensemble des representations irreductibles de G(A°°). Par ailleurs, corollaire VI. 2. 7 
de loc. cit., s'il existe une representation irreductible ttoo de G T (M) telle que n := tt°° ®itoo verific 
Hyp(oo) avec BC(ir) = (-0, II) ou JL(II) est cuspidale, avec les notations de loc. cit., alors i^(7r°°) 
est nulle pour i ^ d — 1. 

Soit alors o~ v = reCf tJ (7r^) et soit L v une extension de F v telle que la restriction de a v a L v soit 
non ramifiee. On rappelle que l'extension L v /F v est resoluble; cf.[15] IV-2. On globalise alors la 
situation comme dans [6] : soit (F') + / F + une extension resoluble de corps totalement reels telle 
que : 

-la place v de F + soit inerte dans (F') + ; 

( 15 )On remarquera que le raisonnement suivant est valable pour toutes les strates de sorte qu'en raisonnant par 
recurrence l'argumcnt du corollaire (7.3.18) en utilisant le theoreme de comparaison de Bcrkovich-Fargucs n'etait 
pas strictement neccssaire. 
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- l'extension est isomorphe a l'extension L v /F v . 

On pose alors F' — E(F') + . D'apres le corollaire VI. 2. 6 de loc. cit., on peut choisir unc 
representation automorphe cuspidale II de GLd(Ap) telle que II verifie : 

- IT ~ n v ; 

- IIoo a le meme caractere central qu'une representation algebrique de Resq(GLd) ; 

- n„ ~ Sp s (7r„ (g) ip) pour un certain caractere ip de F^. 

Soit alors le changcmcnt de base II' :— BCp'/F (n) ; d'apres loc. cit. (theoremes VI. 1.1 et VI. 2. 9) on 
associe a II et II' des representations 7r et it' de respectivement G t (Af) et G t (Af>) qui verificnt 
Hyp(oo) avec n' v ~ [s — 1]^ ffl • • • ffl [s — 1]^, pour ( un caractere de F' Q . Par ailleurs d'apres le 
theoreme VII. 1.9 de loc. cit. applique aux bonnes places de F, et en utilisant le theoreme de 
densite de Cebotarev, on en deduit que la representation galoisienne R^(n '°°) est isomorphe a 
i? «( 7r °°)|Gai("F'/_F') avec R e( 7T '' c °)^ - ( S Ps ® C 1 ) 9 de sorte que ^(tt 00 ) ~ Sp s <g> rec£ v (n v ), d'ou 
le resultat. 

□ 

9.3.3. Proposition. — Soit II une representation irreductible automorphe de G T (A) obtenue via 
le theoreme VI. 2. 9 de [6] et telle que H v est Vinduite irreductible [si — 1}^ ffl • • • ffl [s r — l]^ r ou les 
£i sont des caracteres de F* . En tant que representation de W v , 7?^~ 1 [n 00 ] est la somme directe 
des t)Ker 1 (Q, G r )m(II) 0[ =1 Sp s . ® ^ ou Sp s est la representation de dimension s, \ — |( 1_s )/ 2 © 
• • • © | — l^ -1 )/ 2 oil I'indice de nilpotence de Uoperateur de monodromie N est egal a s. 

Demonstration. — Le cas s = 2 et g = 1 de la proposition (9.3.2) est prouve par Carayol dans [3] 
de sorte que la proposition precedente est vraie pour g = 1 et s quelconquc. On etudie ensuite la 
suite spectrale 

[n°°] = H l+ 3{gr_i)[W°] => H^+ j [U°°] (9.3.15) 

ou pour tout i, H* v (resp. ^) designe la limite projective sur U p {m) des groupes de cohomologie 
de la fibre generique du faisceau constant Q; (resp. £j) de Xjjp^ m . Cette etude est faite dans le 
cas general au theoreme (14.1) ; le point est qu'en ce qui concerne les n°°-parties, nous ne devons 
considerer que les representations ~k v de GL\{F V ) 1 i.e. le cas g = 1, qui rappelons le est connu 
grace a Carayol, d'ou le resultat. 

□ 

Remarque : Pour des resultats generaux sur les composantes locales Tl v ainsi que sur la partie 
n°°-isotypique des groupes de cohomologie de la fibre generique, on renvoie respectivement aux 
theoremes (13.1) et (14.1). 

10. Etude de la suite spectrale des cycles evanescents 

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition (9.1.1). Le principe de la preuve est 
d'etudier la suite spectrale des cycles evanescents en y integrant, via les suites spectrales associees 
a la stratification, la connaissance des H l c (X^ P ^ , T{g, t, n v ) ® C^). 

10.1. Cas oil Tl v ~ Sp s (7r t) ). — Soit 1 $C g ^ d et n v une representation irreductible cuspidale 
de GL g (F v ). On fixe dans la suite une representation automorphe irreductible II de G T (A) verifiant 
Hyp(0 et telle que LT^ ~ [s — pour n v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) 
et on note to(II) la multiplicite de II dans l'espace des formes automorphes. On commence par un 
resultat deja present dans [12]. 



52 



BOYER PASCAL 



10.1.1. Corollaire. — Les groupes de cohomologie de la fibre generique H^ v ^[U°°' v ] sont nuls 
pour i 7^ d — 1 et 



H^\n°°' v ] = tIKer 1 (Q,G T )m(II)[« - ®rec£„([s - 1] W J(— L ) 
Demonstration. — On considere la suite spectrale 

Le theoreme (5.4.4) decoule de la proposition (9.3.2). La proposition (7.4.1) donne alors la nullitc 
de £^[II oc ' t '] pour : i + j ^ 0, ou \i\ ^ s ou i = smod2. Pour |i| < s et i = s — 1 — 2r, on a 

^is — 1 — 2r,2r+l— sp-po,uj _ ^s— 1 — 2r,2r+l— S|-jjoo,^j _ 

ttKer^Q, G T )m{H)[Z=iU ® rec^ (tt„)(- ' (g = ^ + 2r ) 

d'ou le resultat. 

□ 

mi. 2. Proposition. — PourtoutO sC i ies GLd(F v )®W v -modules H j (R i ^/ nv ^)[U°°' v ] 

verifient les proprietes suivantes : 

(1) Us sont nuls si g n'est pas un diviseur de d; 

(2) pour g un diviseur de d — sg, Us sont nuls si j n'est pas de la forme d — tg pour 1 sC t ^ s ; 

(3) pour g un diviseur de d — sg et j = d — tg avec 1 ^ t ^ s, Us sont nuls si i n'est pas de la 
forme tg — r avec 1 ^ r ^ t ; 

(4) pour g un diviseur de d = sg et 1 ^ t < s, H d ~ tg (i?* 9_r 5' 7I - tj )[n 00 ^] est isomorphe a 

s(g-l) + 2(t-r) 



ttKer 1 (Q,G T )m(n)[t -r,r- l] w „ x [a - t - l] Wv ® vec\(n v )(- yy ^ ^ 
Demonstration. — On utilise la suite spectrale associee a la stratification 

E ™iu* (m u v = H^iX^-^,^^) => H^iXu^R^) (10.1.16) 

On rappelle que d'apres le corollaire (7.4.11), ^f'|y P ( m ) ^[n 00 '"] est non nul si et seulement si : 

- g est un diviseur de d — sg, 
p — 1 = t g pour 1 < t < s, 

- p + q = d-tg, 

i = tg — r avec 1 ^ r ^ t. 
Les points (1), (2) et (3) en decoulent alors directement. Par ailleurs on a 

lim E^-^- 1 ^ [n~.«] ~ (t Ker 1 (Q, G T )m(U) [t=~r, ^l]* u x[Z=t=l]„ u 

U"(m) 

^rec^KK- ^- 1 )- 2 ^^) ) 

de sorte que pour tout k > 1, les fleches of^ 1 : J n °°'1 — ' E ^& +k ~ 1 [ n °°'1 dc (10.1.16) 

sont toutes nulles. En effet pour que E p k f^ [U°°' v ] (resp. E%+£ 9 v +k ~ 1 ' i [Yl°°' v }) soit non nul, il faut 
qu'il existe 1 ^ t\ ^ s et 1 < r\ < t\ (resp. 1 < t 2 < s ct 1 ^ r 2 ^ t 2 ) avec 

(p,q,i) = {tig+l,d-2tig-l,t 1 g-n) (resp. (p + k,q + k-l,i) = (t 2 g + l,d-2t 2 g-l,t 2 g-r 2 )). 
Ce qui donne 1 = 3g(t 2 -h) ; on voit alors que pour tout fc > 1, [H 00 '"] et El+ k ; q v +k ~ 1 [IP '"] 

ne peuvent pas etre tous deux non nuls de sorte que E^'^up(m) [n 00 '"] — ^i'£c/p(m) ff [n 00 '"] 
d'ou le resultat d'apres le corollaire (7.4.11). 

□ 
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10.1.3. Corollaire. — La partie de poids d — s de U F ^ \ d (JL 1 ([s — 1]^)) est un constituant de 
Ui ® rec^(7r„)(-^) oil 

[s — l] nv pour i = 1 

[0] nv ~x[s - 2} Wv pour i = 2 



[i — 2] Vv x [s — i] Vv pour i 

[s — 2] 7rt) ~x > [ ]„■„ pour i = s 

En outre W^ _ ^ d (JL _1 ([s — l] w v)) contient [s — l] Wv rcc^. (ir v )(— ) e£ Za partie de poids 

s(g-l) de EUl-l^tdlJL" 1 !^]^)) es< Vie d rec£ 

Demonstration. — On etudie la Il^—partie de la suite spectrale des cycles evanescents pour II 
verifiant les proprictcs du debut de ce paragraphe : 

K:U^ a °' V }= I™ H^X UP ^,R^^)[U^^H^[U^} (10.1.17) 

UP(m) 

10.1.4- Lemme. — Pour tout 1 < r < s, la partie de poids s(g — 1) de E^^[H°°- V ] est 
un constituant de E^^^ 9 '^ 1 ^ 9 ' 1 ^ 00 ^], i.e. de jj Ker^Q, G T )m(IL)[r - 2} nv x '[s^r] Vv <g> 
rec)^K)(-^_% celle de E^] [Ii x ' v ] est nulle. 

Demonstration. — D'apres la proposition precedente, les £f'f tt„ [H 00 '"] de poids s(g — 1) pour 
p^O, non nuls, sont 

E d-rg,r( g -i )[nco , v] ~ ^Kev 1 (Q, G T )m(U)f^l] nv x [s - v - l]^0rec^(7r 1) )(- S(g ~ ^ ) 

Or, d'apres le corollaire (10.1.1), pour 1 ^ r < s, la partie de poids s(g — 1) de [II 00 '"] est 

nulle d'ou le resultat. 

□ 

10.1.5. Lemme. — Pour g > 1, le terme E\ [n 00 '"] <ie la suite spectrale des cycles 
evanescents est egal a jj Ker^Q, H ) Hom^ (C^ o ? , U F ^ [ d )[n oo ' v }. 

Demonstration. — On etudie la suite spectrale associee a la stratification pour le faisceau 
R d ~ r ^ Wv . D'apres la proposition precedente, pour tout 1 < t < s, H^X^'^ , R^'^^^^Il 00 ^} 
est nul ; pour g ^ 1 , il en est de memc de Hl{X^ v ^\R d - r ^^^)[\\°°-% d'ou le resultat. 

□ 

10.1.6. Lemme. — Pour g = 1, Hom D x (C^ o ^,14^^ d )[H°°' v ] est un constituant de 

m(U)f^2] Xv x[d^~r] Xv ® X ^- 

Demonstration. — Pour g = 1, on remarque que le seul H^(X^ P ^, R d ~ r ^ Xv ^) ayant une partie 
de poids non nulle, est pour h = d — 1 ct r = d, de n^—composante isotypique egale a 
jj Ker 1 (Q , G T )m (II) [d - 2] Xv ~x [ 0~] Xv ® Xv ce qui correspond a la contribution de E^ X JU°°^} 
dans le lemme (10.1.4), d'ou le resultat. 

□ 

Ainsi pour tout 1 ^ i ^ s, la partie de poids d — s de U%~\ <i(JL _1 ([s — est un con- 

stituant de IIj ® iec F (7r t ,)("^7 £ ) ou 11^ est comme dans l'enonce. Par ailleurs on remarque que 
£; 2 d - s + 1 .(«-i)(9-i)[n^] contient [J^l]^ ® rec^ K)(-%ii) a i ors que E d-s+Us-2)( 9 -i) [Ip o,„] 



54 



BOYER PASCAL 



non ; on cn dcduit alors que U F \ d (JL 1 (TT v ) y ) contient [s — l] nv <g> rec^ (n v ) (— s<<9 2 ^ ) . Le calcul 
sur la somme alternee correspond a (3.1.3). 

□ 

10.2. Involution de Zelevinski et premiere preuve de (9.1.1). — II est possible de prouver 
la proposition (9.1.1) sans plus d'etude cohomologique cn utilisant le resultat suivant. 

10.2.1. Theoreme. — Pour toute representation irreductible cuspidale n v de GL g (F v ), on a, 
pour tout s ^ 1 et pour tout i, un isomorphisme canonique 

oil dans le membre de droite I'exposant V, i designe le dual compose avec Vinvolution de Zelevinski, 
t, sur GL sg (F v ). 

Remarque : Laurent Fargues a une preuve de ce resultat qui utilise, tout ou partic, l'isomorphismc 
de Faltings, a partir d'un resultat similaire du cote de l'espace de Drinfeld. 

Ainsi avec les notations du corollaire (10.1.3), s'il existait 1 ^ i ^ s tel que IF admette 
un constituant autre que [s — l] Vv , on cn deduirait que M F 9 ~[ S ~ 1+t (JL^ 1 ([s — 1]^^)) aurait un 
constituant de poids sg + s — 2 autre que [s — l] w v. Or, d'apres les corollaires (7.3.17) et (7.4.6), 
pour tout k, les germes aux points supersinguliers des h % grkyj sont tous de poids strictement plus 
petit que sg + s — 2 ou alors egalcs a [s — l] ff v <g> rec Fv {~k v ){— S9+ 2~ 2 )' d'ou 1° resultat. 

10.3. Cas H v ~ Speh s (7r t; ). — Nous allons prouver la proposition (9.1.1) sans utiliser le 
theoreme (10.2.1). Pour ccla nous revenons a l'etude de la suite spectrale des cycles evanescents. 
10.3.1 — On peut remarquer que la connaissance des ^ [LT 00 ' 1 '] de la suite spectrale (10.1.17) 
ne nous fournit pas le theoreme local. La partie gauche de la figure (3) illustre ce fait dans le 
cas s = 2, ou pour tt v une representation irreductible cuspidale de GL d / 2 (F v ), Ton n'arrive pas a 
exclure le cas : 

" U d F :ld^~\fiU)) = frk ® (rec£>„)(-^) ® Sp 2 ) ; 



[ 1 U v ®™c£ v (ir v ) [l]^®rec^(7r„) 

(|_|-2(g+l)/20|_|-2(g-l)/2) ( | _ | - 2(g- l)/2 ffi | _ | - 2(g+ 1)/2 ) 




(o,or ~( " (o^r 

i = d — g i = d — g + 1 

Figure 3. E™[n x ' v ] de (10.1.17) pour II„ ~ Sp 2 (7r„) ct IF ~ Spch^) 

Si la Heche indiquee est un isomorphisme, on obtient bien le bon aboutissement. 

10.3.2 — Dans le cas ou Ton considere une representation automorphe LT de G T (A) verifiant 

Hyp(C) e t telle que n„ ~ [s — l] 7Tv , on calculera les termes E 2 '^[H°°' V ] de la suite spectrale des 
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cycles evanescents et on montrera alors que le theoreme local en decoule. Dans la partie de droite 
de la figure (3), on illustre comment on exclut le cas defavorable ci-avant, en remarquant que 
[ " k x [ ] Itl n'est pas isomorphe a [ ], B x [ ]„ v , contredisant le theoreme de Lefschetz difficile. 
On pourra aussi se referer aux figures (4) et (5) qui detaillent pour s = 4 et g = 2, les E^'^ {H°°' v } 
respectivement dans les cas U v — [s — l] Vv et U v = [s — l] 7Tv . 

10.3.3 — On considere ( 16 ) dans la suite ff une representation irreductible automorphe de G T (A) 
verifiant Hyp(£) et telle que n„ ~ [s — 1] %V , pour ir v une representation irreductible cuspidale de 
GL g (F v ). On suppose par ailleurs que l'ensemble des representations irreductibles automorphcs ff 
de Ho(A) telles que ff ' ~ n°°> v es t reduite a une unique representation, en particulier m(il) = 
m(II), et n„ ~ JL _1 ([s — l] ff „). L'objectif est de calculer les termes E^' q [U°°' v ] de la suite spectrale 
des cycles evanescents. 

10.3.4. Proposition. — Pour tout 1 sC t s, H i (j^ t9 HT^(g , t, ir Vl [t - lkJ[d - tg])[U°°' v ] est 
nul pour \i\ > s — t ou i ^ s — t mod 2 et sinon, il est isomorphe a 

HKer 1 (Q,GOm(n)([^].^[^|^-l].jV[^±^-lU®(S i ^® x" 1 ) 

x e»0„) 

en tant que representation de GLd{F v ) x 7L, ou 2l(7T„) est l'ensemble des caracteres \ '■ Z — > Q*, 
tels que ir v ® \ val(det) ~ ir v . 

Demonstration. — On raisonne par recurrence pour t variant de s a f , le cas t = s est donne par 
le lemme (7.4.7) et les conditions imposees ci-dessus a If. Les suites exactes courtes 

- P^tfiiP^U) — > jf t9 HT{g,t,Ti v , [t = l]0[d ~ — 

jl t9 HT{g, t, n v , [t=l]* v )[d - iff] - 

pour 1 ^ i < s — t — 1 , fournissent 

z r— 1 i 

"x [J^ll^JpI"-"] (8) S r / 2 + ^(-lyH'ij^HT^g,^ n v , [t^l] w J[d - t 5 ])[n°°>"] (10.3.18) 



ou par simplification, on ccrit — x [r — Ik) pour 

Urn Ftf;r ),1 ,jr )> iIT { (j,t + r,7r„, [n]„x[^l],J[<i - (t + r) 5 ]) 

UP(m) 

D'aprcs l'hypothese de recurrence et (3.2.6), pour tout i = 1 mod 2, la partie de poids (s — t)(g — 
1) + i du membre de droite de (10.3.18) est nulle; il en est de meme pour i > 2(s — t) ou i < 0, 
tandis que pour ^ i = 2k < 2(s — t) (resp. i = 2(s — tj) celle-ci est egale a 

s — t— k 

j2 ff*-s+ 2fe + r ([^k^[^i] 7r j[n 00, 1 ® s r / 2 

r=l 

(resp. a la partie de poids (s — i)(g + 1) de (3.2.6)), ce qui donne 

IKer^Q.CXII) n ® (Z^ 12 ^ 1 ® y" 1 ) 

xesi(7r„) 



( 16 ) c f. aussi les conditions qui precedent le corollaire (7.4.6) 
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T= ([^l] w „^((-l) s -'- fc [a — t — k — lk 

+ ! E^r fc ~ 1 (-i) r - 1 [^ k^[s - f - r - k - ik^F^tu 

= {[t^l]^x[s -t -k- j]^ ) X"[fc^l] ff „ 

(resp. [i - 1]^ x [s - t - 1]^). 

Or H l (ji^* 9 HT^(g , t, ir v , [t — l]n v )[d— tg]) est pur de poids (s—t)g+i de sorte que son semi-simplifie 
est egal a celui de l'enonce. On conclut alors a l'egalite des representations, et pas seulement de 
lcur semi-simplifiee, en remarquant que les strates etant induites, l'espace precedent, en tant que 

GL (F ) * 

representation de GLd(F v ) est de la forme Ind Pt ^p^[t — Mn v ((s-t)g-i) /2 <8> ^' pour une certaine 
representation n' de GLd-t g {F v ). □ 

10.3.5. Corollaire. — Pour tout i ^ d— s, la partie de poids s(g — 1) de ^[U 00 '""] est nulle 
alors que pour i — d~ s elle est egale a t)Ker 1 (Q, G T )m(TL)[s — l] Wv <8> recp. (7r„)(— -)■ 

10.3.6. Remarque. — En fait on peut a ce stade determiner completement les H^ ^, cependant 
comme on Fa deja remarque seule la connaissance des parties de poids s(g — 1) nous est necessaire. 
Pour un enonce complct, on pourra voir la proposition (11.1). 

Demonstration. — On ecrit i sous la forme d — 1 — S ct on etudie la suite spectrale 

Eft := H i+ \ g r. u ) H^l +i+j (10.3.19) 

qui, d'apres la purete, degenere en E 2 . On pourra se referer a la figure (10) ou Ton a represents 
les H t (grk^)[H oc ' v ] pour s = 4. D'apres les propositions (7.3.3) (ii) et (9.3.1), on a 

e^V^Mn 00 '"] - H i (V(g,t,n v )(- t9 -^ + k ))[IL^} 

\k\<t^s 
t=fc+lmod2 

Ainsi d'apres la proposition (10.3.4), pour 5 > 0, la partie de poids s(g — 1) de H^~^ +s [Il 00 ' v } est 
nulle ; precisement pour S > 0, les poids de i^ _ i+< 5 [n oo > t '] sont parmi les k = s(g — 1) + 25 + 2r 
avec ^ r < s — <5 et sa partie de poids s(g — 1) + 25, que l'on notera avec un indice, est un 
quotient de 

= ftKer^Q, G T )m(U)[a - 5 - l] s x[M] T , ® rec£, (*„)(- * (g ~ * } + 25 ) 

Par ailleurs, pour 5 > 0, d'apres (10.3.4), la partie de poids s(g - 1) de H^~^~ 5 [U°°' V ] est un 
sous-quotient de 

\t [11 Js(g-i) = — # (^(.9,5 - d,7T 1 ,)( )) 

= ttKer^Q.G^mCn)^ - 6 - l}„ v x[5^i}„ v ® re4>„)(- S(g ~ ^ ) 

On utilise alors le theoreme de Lefschetz difficile dont on rappelle l'enonce ci-apres. 

10.3.1. Theoreme. — Le fibre canonique sur la fibre generique de X\jv^ m est ample et 
equivariant pour faction de G(A°°) et W v ; il induit alors une classe h G Hz v ^(1), telle 
que les applications iterees du cup produit h l : H^~^~ z — ► H^~^ +l (i) sont des isomorphismes. 

10.3.8 — Ainsi pour s > 2, on observe que si la partie de poids s(g — 1) de H^ 1 ^ S [H°°' V ], pour 
1 < 5 < s — 1, est non nulle, ses constituants sont de la forme 

ft Ker 1 (Q, G T )m(U)[s~^2, ~l\„ ® rec^(7r,)(- S(g ~ ^ ) 
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alors qu'un constituant non nul de poids s(g — 1) + 25 de [II 00 ^] , s'il existe, est de la forme 

flKer 1 ^, G T )m(IL)[s~=2, t] w „ ® rec£>„)(- 8(g ~ ^ + 2<5 ). 

La contradiction decoule alors du theoreme de Lefschetz difficile et de l'observation de l'orientation 
de la derniere fleche. 

10.3.9 — Pour 5 = 1 et s > 2, la partie de poids s(g - 1) + 2 de fl^pP '"] est un quotient de 
fjKer^Q, G T )m(n)[s - 2]^ x" [ ~o\„ (g) rec^(7r^)(- s(g ~ 1)+2 ) alors que la partie de poids s(g - 1) 
de H^[U°°' V ] est un constituant de jj Ker^Q, G T )m(SI)[s - 2] nv ~x[~Q] Wv ® rec^ K)(-^_Ii). 
La contradiction decoule alors du theoreme de Lefschetz difficile et du fait que [s — 1]^ n'est pas 
un quotient de [s — 2\^ v x [ ] 7Tv . 

10.3.10 — Pour 5 = s - 1 ct s > 2, on observe que E^ S [U°°' V ] = H^[Il 00 ' v ] est un sous-espace 
de £^ 1 ~ s [n oo < t '] qui est egal a 

—H 1 -'^,!,^)) = tt Ker 1 (Q, G T )m(II) fo x* [s^2] nv ® rec^ (tt 1) )(- * (g ~ 1} ) 
alors que E^pP '"] = H*+ s f 2 [IL°°' v ] est un quotient de E^f 1 pP°' u ] qui est egal a 

— iT'-^fo.l.TT,,)) = ftKer 1 ((Q,G T )m(n)[ < 0] ff „'x[^] ff „ ® rec^K)(- S(g + 1} ~ 2 ) 

Ainsi d'apres Lefschetz difficile, s'ils sont non nuls, ils doivent etre egaux a [s — Par ailleurs 
on rcmarque que ce dernier n'est pas un constituant de H^~^ +1 [H°°- V ], ni de _ff^ + |~ 3 [n oo ' t '], de 

sorte que t(Ker 1 (Q, G T )m(H)[s — l] nv <g> rec^ (7r„)(— s ^ 9 2 " 1 ^ ) est effectivement un constituant de 
d'ou le resultat. 

□ 

10.3.11. Proposition. — Pour tout p ^ et tout q, sont nulles, les parties de poids s(g — 1) 
des £ , 2^[n oo ' t '] de la suite spectrale des cycles evanescents 

E™ = lim iP(X c/P , ro ,#91< l) ®£ l ) =>H£* (10.3.20) 

UP(m) 

Demonstration. — Le principe est d'etudier les E^'lpI 00 '"] via les suites spectrales associees a la 
stratification 

KukmU = m^iXu^iR^ ® A) H? + i(X UP , m , ff* ® £ c ) (10.3.21) 
Ainsi le resultat decoule simplement de la proposition suivante. 

10.3.12. Proposition. — Pour toui 1 ^ i < s et pour tout i, la partie de poids (s — t)(g — 1) de 

Demonstration. — II s'agit dans un premier temps d'etudier les parties de poids (s — t)(g — 1) des 
H % C (X^ P ^ , HT^(g, t, tt v , Ii t ))\n aa - V ] pour une representation LT t quelconque de GL tg (F v ). 

10.3.13. Lemme. — Pour tout 1 < t < s, les lim WpC^p^ , {if tg HT^ (g, t, tt v , U t )[(s - 

U"(m) 

t)g]))\n.°° ,v ] verifient les proprietes suivantes : 

(i) ils sont de la forme (J) x (Indp t id J^^(II t ® x) ® n x) ® X> en ^ an t Q ue representation 

de GLd(F v ) x Z, oil x decrit les caracteres Z — ► Qj* et n x est une representation de 
GL( s _ t ) g (F v ) ; 

(ii) ils sont nuls pour \i\ ^ s — t + 1 ; 
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( Hi) Us sont en general mixtes de poids (s — t)(g + 1) — 2(fc — 1) pour l^fc^s — t+1 verifiant 

s-t-2(k-l)^i^s-t-(k-l); 
(iv) soit t — s ^ i < 0, le plus petit indice i tel que la partie de poids (s — t)(g — 1) de 
lim H*(J^p^,j^ t9 HT 6 (g,t,iT v ,Tlt)[(8 - t)g])[(s - t)g])[n oo ' t '] soit non nulled. Cette 

derniere est alors egale d 

(t Ker 1 (Q, G T )m(n)n t x[i - t + s - 1, =^] ff „ ® (S ® x" 1 )- 

xe»(7r„) 

Demonstration. — Le point (i) correspond a la proposition (3.2.4) qui decoule directement de 
Paction de GL tg {F v ) sur la strate via val(det) et du fait que les strates non supersingulieres sont 
induites. 

Pour les points (ii)-(iii), on considcrc les suites exactes 

o^^, M +i(n t ) — ► P,r„,t,i(nt) -^V-(g,t + i + i,TT V ,t,u t ) ->o (10.3.22) 

et on rcprcnd les notations simplificcs de la preuve de la proposition (10.3.4) en notant 
Pn v ,t,-i,t(Kt) ■= jf tg HT(:{g,t, TT v ,U t )[d-tg]. Par facilite on notera P nv , t ,i(Ut) pour P nv , t ,i{Tlt) ® 
C^. Le resultat decoule alors directement du cas i = — 1 dans le lemme suivant. 

10.3.14- Lemme. — Pour tout —l^.i^.s — t—l,les lim H 3 (X^ p , Pn v ,t,i(^t) ® 

C/P(m) 

£^)[n oo,t '] verifient les points suivants : 

(1) Us sont nuls pour \j\ ^ s — t — i ; 

(2) pour \j\ < s —t — i, Us sont mixtes de poids (s — t)(g + 1) — 2(k + i) pour 1 < fc < s — t — i 
verifiant s — t — i — 1 — 2(k — 1) ^ j ^ s — t — i — 1 — (k — 1) ; 

Demonstration. — (l)-(2) On raisonne par recurrence descendantc, le cas i = s — t — 1 etant 
evident car P 7rv j iS _ t _i(Tl t ) est le faisceau concentre aux points supersinguliers 

T(g, s, tt„) ® n t ((s - i)/2) x [s-t- l] w „(_t/ 2 ) ® | Art^ 1 j- 1 ^^ 1 

Supposons done le resultat acquis jusqu'au rang i+1 et traitons le cas de P„. uit; j(n t ). On considere la 
suite exacte longue de cohomologie associee a la suite exacte courte (10.3.22). D'apres l'hypothese 
de recurrence les H 3 ' (P^ v>ti i + i(Ii t )) sont nuls pour \j\ ^ s — t — i — let d'apres la proposition 
(10.3.4), les H J (V-(g,t + i + l,n v ,t, ILJ) sont nuls pour \j\ ^ s — t — i, d'ou le point (1). En cc 
qui concerne le point (2), la suite exacte longue en question s'ecrit alors 

o - ff- ( - t - i - 1) (P ff „, tl i(n t )) — H -(s-t-i-i) {j Ht +i+ i) g) _^ F _ (s _ t _ i _ 2)(jP ^ )M+l(nt)) _^ 

ir ( - t - i - 1) - 2r (i J w ., t ,i(n t )) — H (s-t-i-i)-2r {j xt + i + i )g) _^ H{s . M) . 2r+1{p ^ t i+i{Ut)) 

— J ff (s -*-^ 1) - 2r+1 (^,t, 4 (n 4 )) -()•■■ 
o - ff( s -*- i - 1 )- 2 (p^ ;tii+1 (n t )) — tf^-^^OP^MOLj) — > 
ff (.-t-i-i)-2 (j .>(t+i+i) ff) _^ HS - t -i- 2{p ^ M+i(rit)) _^ F-*--2 ( p^ ;ti . ( n t )) - o 

- ff-^-^P^.t.iCnt)) — H s-t-i-i {j Mt+i+i) g) ^ (10 .3. 23 ) 

On rappelle que H 3 \jfJ- t+%+V>9 ) est pur de poids (s — t)g — (i + 1) + j de sorte qu'en utilisant 
l'hypothese de recurrence, les H 3 (P Vv j ti (Jl t )) sont de poids (s — t)(g + 1) — 2(i + 1 + fc — 1) avec 
l^fc^s — t — i. 



( 17 )Si un tel io, n'existe pas l'enonce est vide. 
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Soit alors j de la forme s — t— 1 — i — (2r + 1) avcc 2r + 1 ^ 2(s — t — 1 — i) ; la suite exacte 
longue ci-dessus montre alors que les poids de H 3 (Pw„ ,*,*(!!()) sont ceux de //" : '(P 7rt;;ti i + i(n t )), i.e. 
(s-i)(5+l)-2(i + l + fc) pour 1 < k < s - i - i - 1 verifiant -2(fc-l) < j-(s-t-2-i) < -(fc-1). 
Le changement de variable k' = k + 1 donne alors le resultat, i.e. if J '(P Wt))t) j(IIt)) est de poids 
(s-t)(g + l)-2(i + k') avcc 1 < k' < s - i - i verifiant -2(fc'-l) + l < j-(s-f-l-z) s$ -(fc'-l) 
soit ce qui est prevu car j — (s — t — 1 — i) est impair^ 18 ) . 

Pour j de la forme s — t — 1 — i — 2r avec ^ 2r < 2(s — i — 1 — i), la suite exacte longue 
precedente montre que les poids de H 3 {P Vv ^ t ,iiJi-t)) sont, a priori, ceux de H 3 '(P,r„,t,i+i(nt)) ainsi 
que celui de H 3 {jfj- t+l+1 ^ 9 ) soit (s — t)(g + 1) — 2(i + 1 + r). D'apres l'hypothese de recurrence, 
Hi(P Wv!tti (IL t )) est de poids (s-t)(g+l)-2(i+l + k) avcc 1 k s$ s - i - i - 1 verifiant -2(k-l) sC 
j - (s - t - 2 - i) -(k - 1), de sorte que H 3 (P nv it4 (Il t )) est de poids (s - t)(g + 1) - 2(i + k') 
avec 1 ^ k' ^ s — t — i verifiant —2(k' — 1) + 1 ^ j — (s — t — 1 — i) < — (&' — 1) soit ce qui est prevu 
car lc cas j — (s — t — 1 — i) = —2(k' — 1) est justement donne par le poids de H 3 (jf^ t+l+r>9 ) soit 
(s-t)(ff + l)-2(* + l + r). 

□ 

10.3.15 — 5m£e tie /a preuve du lemme (10.3.13) : (iv) Dans la suite on ne considere que les 
parties de poids (s — t){g — 1). D'apres le lemme (10.3.14), H t ~ s (P 7rqj .t,o(n t )) est nul de sorte que 
la suite exacte longue (10.3.23) s'ecrit 

o p*- s of t9 ) — > n^iJ^T^i]^ ® (H (-t)(»-i)/2 g, x -i) 

xe2i(7r„) 

— > P 1+t - s (p.„, t , (n t )) — H 1+t - s {jf ta ) -> o - ■ ■ ■ 

10.3.16 — Le cas i = t — s decoule alors du fait que les strates sont induites, i.e. si ff t_s (j^ t9 ) 
est un sous-espace de jJKer^Q, G T )m(U)U t ~^ [s - i - 1]^ <E> (S~ ^ 1 ® xe a(7r„) a l° rs il 
est egal a tout l'espace. 

10.3.17 — Pour ?o = 1 + t — s, la suite exacte longue (10.3.23) s'ecrit 

- «Ker 1 (Q,G T )m(n)n t "x [a - t - 1}„ V ® (S^"*" 9 " 1 ' ® x" 1 ) — > 

xe2i(7r„) 

P 1+t - s (p.„, t , (n t )) — > P 1+ *" s 0f ts ) -> o 

tandis que celle associee a0^ Pr t ,,t,i(n t ) — ► P^^ILJ — ► V-(g,t+ l,n v ,t, ILJ — ► s'ecrit 
- P 1+t -*(P^ t , (n t )) — > tfKer^Q, G T )m(n) 

n t x[okx[ s "^2k®(5^® x- 1 )---- 

xea(7r„) 

Ainsi si H 1+t ~ s (jf tg ) est non nul, alors H 1+t ~ 3 (P nvi t t o(Ht)) contient strictement 

ttKer^Q, G T )m(II)II t "x (s - tj We ® (s''"*"' -0 ® x" 1 ) 

xea(^„) 

et etant de la forme jj Kcr 1 (Q, G T )m(II)II t 3?^ ® (S" 2 s " ® © xe2( ( 7I . ij ) X -1 ) ainsi qu'un sous- 
espace de (J Ker x (Q, G T )m(iI)n t ^["(f]^ x"[s - t - ^^(S^ '" s " (X)0 xe2((7rij) x _1 ), on en deduit 
qu'il est egal a ce dernier de sorte que H 1+t ~ s (jf tg ) est isomorphe a 

ft Ker 1 (Q, G T )m(U)U t x(T , s-t- l] Vv ® (H (S " t " 3 " 1> ® x" 1 ), 

xea(7r„) 



( 18 ^Le cas j — (s — t — 1 — i) = —2(k' — 1) n'est pas a considerer. 
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d'ou le resultat. 

10.3.18 — Par ailleurs on remarquc dc la mcmc facon que si to > 1 + t — s, la partie de poids 
(s - t)(g - 1) dc ff 1+t - s (P^ it)0 (n t )) est alors egale a 

||Ker 1 (0,G T )m(II)II t 'x [a - t - i] w „ ® (H ( '~** 9_1) ® x" 1 )- 

xea(7r„) 

10.3.19 — Supposons alors i ^ 2 + t — s. La suite exacte longue (10.3.23) donne l'egalite pour tout 
i ^ 2, des parties de poids (s-t)(g-l) de ff*- s +*(P Wi0 (n t )) et de H*- a+i {jf t9 ). On va montrcr 
que, pour tout 2 ^ i < i — (t — s), la partie de poids (s — t)(g — 1) de H t ~ s+r (P^ vt t,i-2(^-t)) est 
nulle pour i ^ r < io — I + s et que celle de H* +t ~ 3 ~ 1 (P nv>t ,i-2(^-t)) est egale a 

ttKer 1 (Q,G T )m(n)n t "x[^l,*-t-i] w „ ®(H ( '"*" 9_1) ® x" 1 )- 

D'apres ce que Ton vient de voir, e'est vrai pour i = 2. Supposons done lc resultat acquis jusqu'au 
rang i et traitons le cas de i + 1 . La suite exacte longue de cohomologie associee a la suite exacte 
courtc P ff „ it) i_i(II t ) — > P 7rt);ti j_ 2 (n t ) — ► V-(g,t + i - 1, 7r„, *, II t ) -> 0, s'ecrit 

- P 4 - 1+ *- s (P^, ti4 _ 2 (n t )) — ftKer^Q, G T )m(n)n t "x [i^2] w „"x [i - * - i] w „ 

x -i)^ jff ^- S (p^ !M _ 1 (n t ))^^ +t - s (P 7r „, M - 2 (n t ))^o--- 

xe»0„) 

ainsi que l'egalite des parties de poids (s — t)(g — 1) des espaces H l+t ~ s+r '(P 7rtii t j i_i(LT t )) et 
iJ l+ * _s+r (P 7rt)itj j_2(IIt)) pour tout r > 0. Le cas i + 1 decoule alors de la nullitc de la partie 
de poids (s — i)(fl — 1) de PT l+t ~ s (P 7riJit ^_ 2 (n t )) et de l'isomorphisme 

jp+*-s-i(P w ._ 2 (n t )) ~ jjKer^Q, G T )m(n)n t x[l^2, a - t - i + l]^®^ 1 ^ 2 ^ x" 1 )- 

xea(7T„) 

ifl.S.jgfl — Considerons -» P^ iMl+1 (II t ) — ► P Toitiil (II t ) — ► P_(fl,i + H + l,7r„,t,II t ) 
avec ii = « — t + s — 2, et la suite exacte longue de cohomologie associee qui s'ecrit 

- /P""^^^)) — > ftKcr^Q, G T )m(II)II t "x [s - * - n - % v 

® x - 1 )^^(p^ !Ml+1 (n t ))^ J ff 40 (P^, Ml (n t ))->o--- (10.3.24) 

xe2i(7r„) 

avec iP° (P 7Tv .t,i 1 (lit)) = H %0 (j^ tg ) non nul par hypothese. La suite exacte longue associee a 
-> P^ iMl+2 (II t ) — > P w „,t,i 1+ i(n t ) — > P_ (fl.ii +2,7r„,t,n t ) -» s'ecrit 

-> F°(^, t)il+ i(n ( )) — > «Ker 1 (Q,G T )m(n) 

n t "x [ii + l] ff „"x [s - * - ii - % v ® (s' 3 "^" 1 ' ® x" 1 )^... 

xea(7r„) 

Ainsi si on vcut que P J ° (P 7r „,t,i 1 (n t )) soit non nul, il faut que H l ° (P 7Tv ,t,i 1 +i(n-t j) soit egal a 
«Ker 1 (Q,G T )m(n)n t 'x [*i + l]* v x[s - t - h - 3]^ ® (s ' 3 "" 9 " 1 ' 8> xgg(T ,) X" 1 ) et done 

# 10 (P.„, t , n+ i (n t )) ^ « Kcr 1 (Q, G T )m(U)U t x[h + 2, s - t - i[ - 3] We ® (S <3 "^" > ® x" 1 ) 

xea(7r„) 

d'oii lc resultat. □ 
10.3.21 — Retour sur la preuve de la proposition (10.3.12) : 

Remarque : Si on savait que les strates X^ P ^ etaient affines, la proposition (10.3.12) decoulerait 
directement du point (iii) du lemme (10.3.13) pour k = s—t+1 car scul H^ t9 (X^ P ^ , T(g, t, ir v )® 
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£^)[II 00 '' ! '] pourrait etre de poids t — s ce qui serait contradictoire avec (3.2.6). Ne disposant pas 
de l'afhnite des strates x\j P m \ on entre plus precisement dans la combinatoire. 

On raisonne par recurrence sur t de 1 a s g puis pour t fixe, par recurrence sur i de t — s a 0. 
L'initialisation de la recurrence pour t = 1 se traite comme le passage de t a t + 1 ; on suppose 
alors le resultat acquis pour tout 1 < t' < t 

10.3.22 — Pour i = t — s, si l'cspace en question etait non nul, on aurait d'apres le point (iv) du 
lemmc (10.3.13), 

lim Hi s - t ^- 1 \X UP .^HT i (g,t^ Vl Tl t ))[\l^] = 

UP(m) 

x£2t(7r„) 

On considere alors la suite spectrale (10.1.16) pour i = t(g — l). On remarque que toutes les parties 
de poids s(g — 1) de E^' q ' t< " 9 1 - ) [n°°^] sont nulles pour p — 1 ^ tg; en effet pour p — 1 < tg cela 
decoule de l'hypothese de recurrence et pour p — 1 > tg du fait que t'(g — 1) > t(g — 1) pour 
p — 1 = t'g. On obtient alors 

lim H^- t ^ 9 -^(X UP . m ,R t ^- 1 ^, v ®£ 5 )[n°°^] ~ 

UP(m) 

I Kcr 1 (Q, G T )m(n) [t^l] T „"x[s - t - l] Vv ® rec^ K)(- S(g ~ X) ) 
On considere alors la suite spectrale (10.1.17), de sorte que 

£ (s-t)(g-i),t( s -i)j n(X)il) j egt isomorphe 

a l'espace ci-dessus. Or comme d'apres l'hypothese de recurrence toutes les parties de poids s(g — 1) 
des i^2'|[n oo ' t '] pour q < l(g—l) sont nulles et que d'apres le lemme (10.3.13) il en est de meme pour 
p + q < d-s, on en dcduit que £^~|[n oo < t '] admettrait (J Kcr^Q, G T )m(U)[t - l] Wv ~x[s - t - ® 
rec^ (7r„)(— s ^ g 2 ' 1 ^ ) comme sous-espace ce qui n'est pas d'apres la proposition (10.3.11). 

10.3.23 — Supposons done le resultat verifie pour tout t — s ^ i = t — s + 5 ^ io < — let traitons 
le cas de io D'apres le point (iv) du lemme (10.3.13), on obtiendrait 

BKer^Q, G T )m(U)[t^l] nv x[t, s-t-1- 5} nv ® (E ^ 9 ^ ® x" 1 ) 

xe»0„) 

Comme precedemment, la suite spectrale (10.1.16) pour i = t(g — 1), donne que la partie de 
poids s(g — 1) de £:( s ~*)( s_1 ) +l5 '*( s_1 ) [n 00 '"] dans la suite spectrale (10.1.17) est isomorphe a 
ttKer^Q, G T )m(U)[i - l]^{s,s- t-1- 6]^ <8> Tecf v (n v )(-^Hy On remarque alors que 
E^l +S [n°°' v } admettrait (t Ker^Q, G T )m{IL)[t+~5, s-t-1- 5] 7Tv ® rec^ {ir v ){-^ s ^-) comme 
sous-espace car ce dernier n'apparait pas dans les E^ln 00 '""] pour q < l(g — 1) d'apres l'hypothese 
de recurrence, ni pour q — t'(g — 1) > t(g — 1) d'apres le lemme (10.3.13) (i) ainsi que le corollaire 
(10.1.3). 

□ 

10.4. Preuve de (9.1.1). — II s'agit done de prouver la proposition (9.1.1). En etudiant les 
parties de poids s(g — 1) des composantes H°°' v isotypiques pour II irreductible automorphe tel 
que lit, ~ Speh s (7r„), on s'est ramene d'apres le paragraphe precedent, a une situation similairc 
a celle de [2], i.e. dans la suite spectrale des cycles evanescents, seuls les points supersinguliers 
contribuent. La fin de la preuve precede alors exactement comme dans loc. cit. 



( 19 )Pour t = 1, l'hypothese de recurrence est vide. 
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10.4-1 — Precisement, la partie de poids s(g — 1) de U F ~\ d (JL _1 ([s — l^y)), d'apres le corollaire 
(10.1.3), est un constituant de [s — 2] 7Tv ^[ ] Vv <8> rec F (n v )(— s ^ 9 2 ~ 1 '* )■ On considere alors la suite 
spectrale (10.3.21) pour i = d — s, ou, d'apres le corollaire (7.4.11), tous les £^'|' s sont nuls pour 
p+q ^ oup-1 ^ dde sorte que le tcrme E^'f'^n 00 ^} de (10.3.20), ct done E^ S [U°°' V ] d'apres 
(10.3.12), est egal a cet espace qui est done, d'apres (10.3.11), egal a [s — l] Vv ®rec F (tt v )(—^jH). 

10.4-2 — On suppose avoir montre par recurrence que pour tout 0^r<ro<s — 1, 
les parties de poids s(g — 1) de W^~;^ r (JL _1 ([s — 1]^)) sont comme prevues, i.e. nulles 
pour r ^ 0, et egalcs a [s — 1]^ <x> rec^(7r t ,)(- s ^ g ~ 1 ^ ) pour r = 0. D'apres le corol- 
laire (10.1.3), la partie de poids s(g — 1) de W F ~J^ r °(JL _1 ([s — l^y )) est un constituant 
de [s — 2 — ro] [ro] it,, ® rcc F (tt v )(— s ^ 1 - ) ). Or comme la partie de poids s(g — 1) de 
EtoC-^^Xd^JL" 1 ^^ 7 !]^)) est egale a [*^k, ® rec£ o (7r„)(-2^% en remar- 
quant, d'apres le corollaire (10.1.3), que [s — 1 — r , r + (g> rec^ (n v )(— 2 ) ne P eu * 
pas etre un constituant de WpTj j r (JL _ ([s — l] w v)) pour r > ro, on en dcduit que si la 
partie de poids s(g — 1) de U F ~l~ d r °(3'L~ 1 ([s — l] n v)) est non nullc, elle est alors egale a 
[s — 2 — ro,ro + 2] 7Tv (&icCp (tt v )(— s< - 9 2 1 - ) ). Comme precedemment ce dernier espace est aussi egal 
a la partie de poids s(g — 1) de ^ Kcr i ^ G ) m (n) ^ool +V ° [ rec F„ (^v)] [n 00 ' 11 ] ce qui n'est pas d'apres 
(10.3.11). 

Finalcmcnt le cas ro = s — 1 est donne en utilisant que la partie de poids s(g — 1) de 
EZoi-iyuiX/ (^([^Ik)) est egale a [J=i] Vv ® (-4^% □ 

10.4-3. Remarque. — Comme dans la remarque (10.3.6), on aurait pu traiter tous les poids des 
Up 1 d . II suffit pour cela de montrer un analogue du point (iv) de la proposition (10.3.12) pour 
tous les poids. 



PARTIE IV 

COMPLEMENTS SUR LA COHOMOLOGIE GLOBALE 

11. Parties sans monodromie de la cohomologie globale 

11.1. Proposition. — Soient g un diviseur de d = sg et n v une representation irreductible 
cuspidale unitaire de GL g (F v ). On considere une representation automorphe U de G T (A) verifiant 
Hyp(£) telle que U v ~ [s - l] 7!v . Le GL d (F v ) x W v -module H^~ 2 ~ 2i [U 0O ' v ] est alors isomorphe 
d )JKer 1 (Q,G r )m(n)[s- l] Wv 0rec^(7r^)(- d+8 ~ 2 " 2 ' ) pour ^ i < s. 

Demonstration. — La proposition (10.3.11) joint au theoreme de Lefschetz difficile im- 
plique que pour tout < r < s - 1, H^ +2r [U°°' v ] admet ftKer^Q, G T )m(TT)[s - 1]^ ® 
rec F (tt v )(— s ^ 9 ^ +2r ) comme facteur direct. On reprend la suite spectrale (10.3.19) en utilisant 
la proposition (10.3.4) ainsi que le theoreme de Lefschetz difficile. On pourra se reporter a la 
figure (10) oil Ton a represents les H t (grk^)[U co ' v ] dans le cas s = 4. On rappelle tout d'abord 
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que pour 1 < 6 < s, on a 



t=fc+l=s+(5mod2 



r s — i — 5 


- 2. 


2 




d-l-J 


■f fc. 



) (11.0.25) 



ttKer 1 (Q,G T )m(n) 2 ^ [ 2 

t=fc+l=s+(5mod2 

0rec^ M(- d ~ 1 ~l S + k ) (H.0.26) 



On remarque ainsi que tous les [s — l] 7Tv des El'^[U°°' v } de (10.3.19) restent dans l'aboutissement ; 
il nous faut alors montrer que tous les autres disparaissent. Dans la suite on ne considerera plus 
les [s — 1]tt v . 



11.0.4 — Prenons dans un premier temps 6 > 1, de sorte qu'outre les [s — l]n v , les eventuels 
constituants non nuls de E^- S [U°°' V } (resp. de E^I +S [U°°' V ]) sont de la forme 

tf Ker^Q, G T )m(n)[r, i = - t - r] Wv ® rec^ (tt„)(- - ~ 1 ~ - ~ k ) 

avec s — t — r = r + 5,r + S+l,r + 6—l (resp. s — t — r = r — 6,r — 6—l,r — 6 + l) et certains entiers k 
qu'il n'cst pas ncccssaire de preciscr. Pour 5 ^ 2, on remarque que les ensembles {5,5+1,6— 1} et 
{—5, —5+1,-5—1} sont disjoints de sorte que d'apres le theoreme de Lefschetz difficile, l'eventuel 
constituant est forcement nul. ( 20 ) 

11.0.5 — Pour 5 = 1, le raisonnement est plus fin et demande de distinguer les sous-espaces des 
quotients dans nos induites. Si on reprend le raisonnement precedent dans le cas 5 — 1, le theoreme 
de Lefschetz difficile impose que les eventuels constituants de H^~^ ±1 [Il° 0,v ] sont de la forme 



|Ker 1 (Q,G T Wn)[V I tTI,y i ^re^W( ) (11.0.27) 



r s t 4 — ~ ~ s t . w . . . d 1 /c n 
-^-,t-l,—^\ nv ®rec Fv (ir v )( - 

pour 1 ^ t ^ s, < r ^ (s — t)/2 et certains entiers fc qu'il n'est pas necessaire de preciser. On 
revient sur (11.0.25) et sur la suite spectrale (10.3.19). Ainsi on a 



UKer^Q, G r )m(n) 



|fe|<t^s 
t=fc+l=s-lmod2 



v , w rf-2 + fc, 
»rec Fu (7r t ,)( ) 



fe -i,_i +fe[no0iV] 



ttKer 1 (Q,G T )m(n) 



([*-lk^[-5-k)x 



|fc|<t^S 

t = fe+l=s-2mod2 



irec^(7r„)(-- — 



( 20 ^On peut aussi argumenter en remarquant que ce ne sont pas des constituants locaux licites d'une representation 
automorphe alors que dans l'aboutissement seules celles ci doivent apparaitre. 
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p-fc+l,-l+fcrTToo,i;l 7 }Z 7 }t 

EhL_ ELJ. = m ^ u m s - 1 -\ 

t=fc+l=smod2 

v / x/ d-2 + k. 
<8> rec n (7r„)( ) 

11.0.6 — Pour k = s — 1, on rcmarque que la partie de poids s(g + 1) — 2 de -ff ~| [11°°''"] est un 
sous-espace de ftKer^Q, G T )m(U)[s - 2]^ "x [0* rec^(7r^)(- s(g+ 2 1) ~ 2 ). Or [s - 1]^ n'etant 
pas un sous-espace de [s — 2]^ x [ ],„ , on en deduit, en utilisant (11.0.27), que la partie de poids 
s(g + 1) - 2 de H^lln 00 ^} est nulle. 
11.0.7 — Pour 5CHs-3,ona: 

avec V k ,-i = (S^x^kJx^],, ; 

- £7 1 -J- 1 '- 1+fc [IF°'<'] - ^- 3 ' fe+1 [n-^]®|-| 2 ©ttKer 1 (Q,G0™(n)F fe ,_ 2 ®rec^(7r,)(-^^), 

avec V k ,- 2 = ([^k^[^Pk)^[^Pk; 

- £7-* +1 '- 1+fc [n«».''] = g -fc-i,fc+i po o,,] 1 _ |2 @ tt Ker i (Q; Q T )m(n)y M (grec^ (7r„)(-^§±*Q 

avec V ,o = et T4, = ([^k^[*^]O^P=pk pour < k < s - 3. 
On suppose alors par recurrence que E- k - 2 ' k+1 [U°°' v ] = (Kcr d^ k ^ k+1 / lmd^ k ^ k+1 )[H°°^] 
est nulle; Poperateur de monodromie TV implique alors que E^ k '~ 1+k [Il° ' v ] est egal a 
Kerrf+/Imrf_ ® rec^ (7r„)(-4=§±*) avec V fc; _ 2 ^V fc; _i-^y. Ainsi d'aprcs (11.0.27), si 

^oo fe; 1+fe [n°°' 1 '] etait non nul, il serait egal a 

> > 

« Ker^Q, G T )m(IL)[^, k^l, ^k ® rec^ M(- d ~ \ + k ). 

En remarquant qu'aucun des constituants de [^^,k— lk"x[— §— %„ n'est un constituant de 
Vk-2, on en deduit que quelque soit gL, on a une surjection 

> > 

Vfe _i/Imd_ -» H Kcr 1 (Q, G T )m(n) , fc^lk 3? [ * = * ~ 2 ]„„ rec^ (tt„) (- - ~ \ + k ) 

alors que [^-^, fc — 1, ^^k n'est pas un sous-espace de [^^, k — lk "x [ a ~2~ 2 k de sorte que 
E-fc -i+fcp 00 -"] est nul. 

11.0.8 — Pour 1 — s fc s^ |p + ^ on raisqrrr^ de maniere strictement identique en etudiant les suites 
exactes E^ k ~ 1,k+1 1 — ► i?~|' fe+1 1 — ► ^-fc+i.fc+i ct en rcm pi a g an t l'etude des sous-espaces par 
celle des quotients. 

□ 

11.2. Corollaire. — Soit H une representation irreductible automorphe de G T (A) telle que 
H v ~ [s — lk oil n v est une representation irreductible cuspidale unitaire de GL g (F v ). 
Si [Hh £ r„(n°°'")] muni de son action naturelle de GL d (F v ) est non nul dans le groupe de 
Grothendieck Gvoth{GLd-h{Fv) x (D* h /T>* h )), on a alors t v = JL -1 ([s — l] w v) ; h = tg avec 
1 ^ t ^ s et i = (s — t)(g + 1). Dans ce cas, Us sont donnes par 

lim fff^^'tiKM^/^^iri * 

C/P(m) 

HKer 1 ^, G T )m(n)[ S - t - lk(t( s +i)/2) ® (E L ^ 3±11 x" 1 ) 

en tant que representation de GL^ s _ t - )g (F v ) x {D* tg /T>* tg ), oil D(n v ) est V ensemble des caracteres 
X deZ~ D* tg /V* tg tels que JL^Qa^l]^) ® x" 1 - JL"^^!^). 
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Demonstration. — On rappelle que d'apres le lemme (10.3.13), les composantes n°°^-isotypiques 
des H^iX^p J-(g, t, 7r^)(8)£j)(g)II t sont mixtes de poids (s — t)(g — l) + 2k avec ^ k < s — i et de 
la forme | Ker^Q, G T )m(IL)(IL t ~x n- ® rec^ v (ir v )(- ( s - t )(g~ 1 )+ 2fc ) ou n+ ( rcsp . n _) es t une 

representation elliptique de GL( s _ t _ k - )g (F v ) (resp. de GLk g {F v )). On raisonne alors par recurrence 
sur k, de a s — t — 2, arm de montrer que pour tout i, les parties de poids (s — t)(g — 1) + 2k 
des H^Xyp ^ , ^-"(5, t, ir v ,I)(g) C^)[H°°' V ] sont nulles. Le cas fc = a ete traite dans la proposition 
(10.3.12). Supposons le resultat acquis jusqu'au rang k < s — t — 2 et montrons le au rang k + 1. On 
raisonne alors par recurrence sur t de 1 a s — 1. L 'initialisation de la recurrence se prouve comme 
le cas general; on suppose done le resultat acquis jusqu'au rang t < s — 2 et prouvons le au rang 
t+l. 

11.0.9 — Supposons qu'il existe j tel que la partie de poids (s — t)(g — 1) + 2(k + 1) de 
H 3 c (X UP m , .^(g, i, 71-t,) (X'£^)[n 00 ^] soit non nullc. On etudie ensuite la suite spectrale (10.3.21) 
associee a la stratification pour i — t(g — 1). Ainsi la partie de poids m k ■— s(g — 1) + 2(k + 1) 
de E t 1 9 + 1 '^ t9 ^ t{9 ' 1) [n co - v } est non nulle de la forme ftKer^Q, G T )m(U)([t^l] nv ~xir+)xn- <g> 
rec^. (ir v )(— ^) 011 tt + (resp. 7r_) est une representation elliptique de GL^ s _ t _ k ^ g (F v ) (resp. 
de GL kg (F v )). Or d'apres Phypothcse de recurrence pour tout 1 ^ t' < t, les parties 
de poids m k = (s - t')(g - 1) + t'(g - 1) + 2(k + 1) des <i'-^B-Ut(s-i) ppo,*] sont 

nulles; en effet celles-ci sont donnees par les parties de poids (s — t')(g — 1) + 2k' avec 
s(g-l) + 2(k + l) = {s-t')(g-l) + t'(g-l) + 2S+2k' avect(.g-l) = t'{g-l) + 5, < <5 < t' <t, 
soit k' = k + l — S. Pour t' > t, les parties de poids m k des E\ | +1 j _t 9 ~ 1 ' t ( ff_1 ) [n 00 '"] sont nulles 
car t(g — 1) ne s'ecrit pas sous la forme — 1) + 5 avec < 5 < t'. 

11.0. 10 — On etudie la suite spectrale (10.3.20) des cycles evanescents. D'apres ce qui precede, 
la partie de poids m k de E J 2 f 9 ' 1] [U°°' v ] est de la forme flKer^Q, G r )m(n)([i^l] 7r „ xV+) x" tt_ ® 
rec^ (7r„)(— ^). Par ailleurs les parties de poids m k des E^^ 1 ^ 9 ^ 1 ^ 1 [n 00 '"], pour r ^ 1 sont 
nulles ; en effet celles-ci proviendraient a travers la suite spectrale (10.3.21), des parties de poids 
(s - t')(g - 1) + 2k' de la composantc Il^-isotypiquc de Hl+ r - 1 {X^~^ ) ^{g^' ,tt v ) ® £ ? ) <g> 

[£/, t — 1 — k% v , pour 1 sC t' < t avec s(# - 1) + 2(k+ 1) = (s - t')(g - 1) + t'(g - 1) + 25 + 2k', soit 
= k+1— 5 avec < <5 < t' qui sont nulles d'apres l'hypothcse de recurrence. En ce qui concerne les 
parties de poids m k des £^~ r ~ 1 '*( 9 ~ 1 )+ r [n 00 '"] pour r > 0, elles proviennent a nouveau des parties 

de poids (s — t')(g — 1) + 2k' des composantes Il^—isotypiques des i^~ r ~ 1 (X^ P J-(g, i', ir v ) ® 

£ € ) <8> [fc 7 ,* - 1 - fc']^ pour 1 ^ t' sC s avec fc' = fc + l- 5et0<5=(t- t')(g - 1) + r < t', 
ce qui impose d'apres l'hypothese de recurrence t' > t, avec 8 = et k' = k + 1. On remarque 
alors que fl Ker^Q, G T )m{Jl)(k ', t^l, T, s - t - k - l] Wv ® rec^ (ir v )(- s (g~ 1 )+ 2 ( fc + 1 ) ) sera it un 
constituant de £7^ ^n 00 '"], ce qui n'est pas d'apres la proposition (11.1). 

□ 

Remarque : On pourra voir la figure (5), ou Ton a represente pour s — 4 et g — 2, les ^'''[n 00 ^] 
de la suite spectrale des cycles evanescents. 

12. Correspondances de Jacquet-Langlands globales 

Le but de se paragraphe est d'apporter l'amelioration suivante a la proposition (3.2.1) de [7]. 

12.1. Proposition. — II existe une bisection dite de Jacquet-Langlands entre : 

- les representations irreductibles automorphes II de H (A) cohomologiques pour £' ; 

- les representations irreductibles automorphes II de G T (A) cohomologiques pour £' verifiant I'une 
des deux conditions suivantes : 
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(a) Ii v est une representation essentiellement de carre integrable, i.e. H v ~ [s — l] Vv pour ir v 
une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) avec d — sg; 

(b) n„ ~ [7=l]„ v , 

compatible aux correspondances de Jacquet-Langlands locales, soit II ' ~ U°°' v et H v ~ JL(n„) 
dans le cas (a) et U v ~ l(JL(H v )) dans le cas (b) oil i designe ['involution de Zelevinski. En outre 
on a m(II) = m(II). 

Par ailleurs soit IF une representation de G T (A V ) telle que pour toute representation H v de 
GLd(F v ) avec U := IFII„ verifiant Hyp(£) ; II„ n'est pas de la forme [s — l] nv ou [s — l] 7Tv pour 
tt v une representation irreductible cuspidale de GL g (F v ) avec d = sg. Alors il n'existe pas de 
representation irreductible automorphe H de Hq(A) telle que 

Demonstration. — Soit II une representation automorphe de G T (A) cohomologiquc pour £ et telle 
< 

que n„ ~ [s' — l] nv pour une certaine representation cuspidale unitaire ir v de GL g >{F v ). D'apres 
la proposition (7.4.1), pour tout 1 ^ t < s' , on a 

lim H°(X l ^\j^'HT ( (g\t,n v ,U t )[d-tg'})[U^ = 

UP(m) 

IIKer 1 ^, G T )m(U)U t x[s' - t - l] Vv ® (E ^'^'"' ® x" 1 ) 

x ea<>„) 

Par ailleurs ce dernier est aussi egal a 

lim H o (X[ / o i ;m ^(g^ s ^^ o )0£^^ t ^[.s , -^-l] T J[^^]®(s <3, ' t " g, ' 1) ® x" 1 ) 

up(m) xea(7r v ) 

qui est 6gal4EneUH 0lt (n«',«)ttKer 1 (Q,Ho)m(lI)n t l?[? -t- 1]^®(S- ^ _1) ®0 xe2t(7rti) X -1 ) 
d'apres le lemme (7.4.7), ou il# ,,t (n 00 '") designe l'ensemble des classes d'isomorphismes des 
representations irrcductibles II automorphes cohomologiques pour 

(£') v et telles que (II ' ) v ~ 
IP '" avec TT^ ~ JL _1 ([s' - 1] W J et ou on rappelle que ftKer^Q, G r ) = ft Ker^Q, i? )- 
12.0.11 — De la meme fagon, soit II une representation irreductible automorphe de G T (A) coho- 
mologique pour £ et telle que Hi, ~ [s' — l]n v - On reprend la preuve de la proposition (10.3.4). 
Pour t — s', le lemme (7.4.7) donne 

lim H (X {8 ' P 9 ^,F(g', S ',ir v ) ® [7^1} nv )[U^] = 

UP(m) 

ttKcr 1 (Q,H )( m(W))[7^i]„ v ® x" 1 

neiij, , 5 (n°°.") xea(7r„) 

Pour i = s' — 1, on obtient alors 

HKerHO G ^ ( " 1)ifl<0 '* ( ' , " 1)g ' ) = ^ m ( n)) [^2 k 7[ k ® ~-^ + 

14 vv ' ^ i n€iiH , s (n«..«) 

( J2 ™(n))[^k^[0~k® S 1 / 2 ) ®(S 9 ' /2 ® X" 1 ) 
neit GT , 5 (n~.") xea(7r„) 

qui d'apres la purcte, doit etre egal a p^r^-g ) (H^df^ 8 ) + H 1 ^^ 8 _1 ' 9 )) de sorte que 
la dualitc de Vcrdicr donne le resultat. 



12.0.12 — Supposons que II^ ne soit ni de la forme [s' — l] Wv ni [s' — i] Vv pour tout diviseur 
s' de d — s'</ et toute representation cuspidale 7r„ de GL g i{F v ). Supposons qu'il existe une 
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representation II cohomologiquc pour £ telle que U°°' v ~ n 00 -" et soit s', ir v tel que 11^ ~ 
JL~ ([s' — l]7r„). Le lemme (7.4.7) donne comme precedemment 

tfKer (Q,iJ ) n e u Ho , t (n~..) 
de sorte que 

t)Ker 1 (Q,G T ) ^ U! * V , 0) " K p «s'^ 1 

®redj-f; (n„)) + (_ £ m^^k^k®^'- 1 )/ 2 )^ x- 1 ) 

neiia ,5(n°°.") xeao„) 

La condition de purete et la compatibilite a la dualite de Verdicr, impose alors que !!„ est soit 
isomorphc a [s' — lk soit a [s' — lk d'ou la contradiction. 

12.0.13 — Ce dernier raisonnemcnt montre en outre qu'etant donne une representation LT comme 

dans l'enonce, il lui correspond une representation II verifiant les conditions de l'enonce. Dans le 

> 

cas ou ILj ~ [s' — lk, Fegalite s = s' decoule du corollaire (13.3) ci-apres. 

□ 



13. Composantes locales des representations automorphes 

13.1. Proposition. — Soit LT une representation irreductible automorphe de G T (A) verifiant 
Hyp(oo). Pour tout ^ i < d, il existe alors un reel S ainsi que des entiers rn ^ tels que : 

- Eto n i( d - l ) = d ' 

- pour i tel que i%i ^ 0, rij = pour j = i + lmod2, tels que pour toute place v telle que 
D* d ~ GL d (F v ), il existe : 

- des entiers tj > 1 et gj pour 1 ^ j < u, ainsi que des entiers t' k et g' k pour 1 < k < u' , 

avec Y,j =1 tj9j + Yl=i t'kd'k = d > 

- des representations irreductibles cuspidales tt v j et ir' v k de respectivement GL gj (F v ) et 
GL g i (F v ) telles que n v j(5) et tt' v k (5) soient unitaires 

verifiant les conditions suivantes : 

- pour tout < i < d - I, J2 k l tf„=d-i-i 9k = n * >' 

< < > ► 

- n„ est I'induite irreductible [ti — lk,i x • • -x [t u — lk, u x [t[ — 1]^ t x • ■ - x [t u , — lk / , 

avec : 

- si u > alors pour tout j, Sj = 1 mod 2 ; 

- si u — alors tous les Si ont la mime parite donnee par (— l) Si_1 = e(II). 

13.2. Corollaire. — Toute representation automorphe de G T (A) cohomologique, verifie la con- 
jecture de Ramanujan-Peterson. 

13.3. Corollaire. — S 'oit II une representation irreductible automorphe de G T (A) cohomologique 
et supposons qu'il existe une place vo telle que G* ~ GLd(F Vo ) et IL Vo temperee, i.e. avec les 
notations du theoreme precedent t[ = 1 pour tout 1 ^ i ^ vl (resp. H Va ~ [s — lk pour ir Va une 
representation cuspidale de GL g (F Vo ) avec d = sg). On en deduit alors, en utilisant les notations 
du theoreme precedent, que pour toute place v non ramifiee, pour tout 1 ^ k ^ v! (resp. pour tout 
1 ^ j ^ u) t' k = (resp. tj — 0), i.e. H v est temperee et Hi — pour tout < i < d — 1 (resp. 
n l = pour i ^ s et U v ~ [s - l] w / lX -x^ u ,)- 



( 21 )?ii represente la dimension de la partie primitive de la representation galoisienne de H l 
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Demonstration. — de la proposition (13.1) : A torsion par un caractere pres, n„ est unitaire et 
done d'apres la classification de Tadic dc la forme [si — 11 ,* — r, x • • • x \s u — 11 ri — ti 

oil tt v s sont des representations irreductibles cuspidales unitaires de GL gi (F v ) avec Xi G]^-, \ [ et 
Y^t=i 9i s iti — d. L'induite etant irreductible, I'ordre des facteurs n'importe pas. Soit alors r ^ 1 
tel que ir v := 7r„,i(Ai) ~ • • • ~ 7r„ >r .(A r ) et n v ^(Xi) n'est pas isomorphe a n v pour i > r. On note 
to := rnaxi^i^ r {si,U}. On note g l'entier tel que tt v est une representation cuspidale de GL g (F v ). 
Par ailleurs soit ^ fci (rcsp. ki < fc 2 , resp. fc 2 < k 3 ^ r) tel que pour tout 1 < i ^ ki (resp. 
ki < i ^ k 2 , resp. k 2 < i ^ k 3 ) on ait Si — ti ~ i (resp. ti < Si = t 0} resp. Si < U = t ) et 
max fc3<lS : r {i i ,Si} < i - 

Lemme. — Pour £out max{s,i} < r ^ st, rc d JL _i^j— ^ ^([s — ) = (0). 

Demonstration. — Le resultat decoule essentiellement de [17] et en particulier du lemme suivant. 

13.5. Lemme. — Pour tout s,t, les constituants de Jn° p 2s stg ([ s — \t^i] ) son ^ ^ e ^ a f orme 
ftv{ 2 ~2~ S + (T (1)) ® ' ' ' ( ^ 17r -»( 2 ~2~' i +f(st)) om Ze multi- ensemble R := {o"(l), • • • , o"(si)} est tel que 
{^v(^—y^- +r) I r G R} soit egal au support cuspidal de [s — l][^j • Pour tout ^ i < st — 1, 
on pose cr _1 (i) = {rii(\) < ni(2) <•••}. On a alors les conditions suivantes : 
(i) pour ^ k < s — 1 et ^ i < t, on a nt_i+fc_j(min(£; + 1,2+1)) > nt+fc_i(min(fc + 2, i + 1)) ; 
(«j pour 0^k<set0^i<j<t, on a n t _i + fc_i(min(/c+l, i + l)) > n t _i + fc_j (min(fc+l, j + 1)). 



Remarque : Quand on regarde le support cuspidal de [t — lj^i-s) EB • • • [t — l] T ^«-i) dans I'ordre 
de gauche a droite, pour tout ^ k < s — 1 et ^ i < t, le 7r 1) ( 2 ~*~ s + t — 1 + fc — i) du fc-eme 
facteur est le min(fc + l,i + l)-eme. La condition (ii) du lemme precedent affirme que dans un 
mcme facteur, on doit prendre les ir v (i) de gauche a droite, tandis que la condition (i) precise que 
le ir v (i) du fc-eme facteur arrive apres le n v (i + 1) du k + 1-eme facteur. 

Demonstration. — Commc ([s — l]rj~rn ) s'injecte dans les induitcs [t — l]^i-«^ x [s — 2]j|— ^ i ^ 
et [t — 1]^^!-^ EB [i — lj^^-s^ x (s — 2)j^— q i , on se ramene aisement, par recurrence sur s, au 
cas s — 2 soit a etudier [t — l] 7ri ,(-i/2) ffl [t — l]7r„(i/2)- Or dans le groupe de Grothendieck, cette 
derniere est egale a [t — l]7r„(-i/2) x [t — l]7r„(i/2) — [ t }- 7Tv x [t — 2]^. La condition (ii) constitue 
l'unique restriction sur les a pour l'induite totale [t — l] 7ri ,(-i/2) x [i — l] 7r „(i/2)- H suffit alors de 
remarquer que les a verifiant (i) et pas (ii) sont obtenues a partir de [ t ] 7Tv x [t — 2] nv . 

□ 

Ainsi si on obtenait un constituant de la forme [v — 1]^ , ® 7r, on en deduirait, par transitivitc 
du foncteur de Jacquet, avec les notations du lemme precedent, que la bijection Co telle que 
o- (i) = er(l) — i + l pour 1 ^ i r verifierait les conditions (i) et (ii) cc qui impose r ^t. 

De meme si on obtenait [r — 1]^ ®7r, la bijection cr telle que ao(i) = <7o(l)+i — 1 pour 1 ^ i ^ r 
verifierait les conditions (i) et (ii) ce qui impose r < s, d'oii le resultat. 

□ 

On cn deduit alors que pour tout t > t , re d JL -i([^r[] v )(LLj) est nul de sorte que d'apres (3.2.6), 

que pour tout t < K s, EiC -1 )^^^ ' 9 ^ T ?(f ; *, Tt» n t))[ n °°] = 0. D'apres le lemme (8.1.1), 
on en deduit alors que pour tout i, H l (jf* 9 HT^{g, t, ir v , n t ))[il°°] est nul. Ainsi cn reprenant 
l'argument de la preuve du lemme (13.4) et en utilisant le lemme (13.5), on obticnt : 
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13.6. Lemme. — Soitr := max{s,i}. Sir > t (resp. r > s), alors red jl -iq£3i] y )([ s — ^\t- 



est isomorphe a (— l) r 1 S < K 2 9 ' <x> [s — 1] j<— ^ 1 (resp.E' ^ 9+ ' ®[ s — 2]^*— ^ t +1 )^ 

D<ms /e cas r = s = t, on obtient la somme des deux termes ci-dessus. 



Ainsi d'apres (3.2.6), 8Kcr £ i ( g |Gr) Zi(-l) i H i (j? toa HTt( 9 ,t ,*v,IU)[d - *ofl])[n°°] qui d'apres 
ce qui precede est egal a p^r^g^ Z)i(- 1 ) i - gi 0'i« t ° f >HT d9, t, n v , IL)[rf - t a g}), est donne par 



i - t 



) x [*d - l] [t — 2] „„ ( _ 1/2) x h+i - x • • • x [s u - l] [t — 1UvM )+ 

E - 5 ' 2_1 (([^] [ ^ ] ^ ii(Ai) x ... X 



i=fc 2 +l 

, S,; - 1 , 



) x [Si - 2]^,^) x - 1];—,^ x ... x [s u - 1]^^ m ) 

En utilisant que pour tout i, Wi^jf^ 09 HT^{g, to, w v ,Tli)[d — tog]) est pur de poids d — tog + i, 
on en deduit alors que ceux-ci sont alors isomorphes a 

^0-l x .. /r - ? n 



n t ( — - — ) x ([i — l] r J — 9i ) x [s 2 - l] r i — ti x • • • x [s u - ll r < — Tl 

2 i [ta-2\ 7 , v( _ 1/2) ' J l*2-l]x o2 (A 2 ) H^-lJ^uOu) 

pour z = 1 — to 



A -t , 



n *( V } x {[t ° - 2 \t^u^r x ^ - to...,™ x • • • x [Su - 1]^^, 

pour i = t — 1 

(-i)^ 1 ^]^^ x ... x [,77^^^^, x n t (l^i)x 

ki<k^k 2 / l — t k =i 



pour — i < to — 1 

(([^] [t ^i]„„, 1(M) x • • • x [si-i-i^i-^^^ x n t (^) 

k 2 <k^k 3 I s fc — l=i 



x [*i " 2 \t^i U(1/2) ) x " l][^]^ +i(Ai+i) x ••• x [ Su - l]^ u ^) 

pour ^ i < to — 1 

Si on veut que ces resultats soient compatibles a la dualite de Verdier, il faut alors que pour tout 
i, mm{si, ti} = 1. En outre s'il existe i tel que U > 1 alors e(il) — 1 ct pour tout j, sj = 1 mod 2. 
Si pour tout i, ti = 1 alors tous les s, ont la meme parite donnee par (— = e(II). 

Par ailleurs les H" 1 {jf* 9 HT^{g , t, ir v , [t — 1]n v )[d — tg}) (8> rec^ (7T„)(1 — tg) servent a calculer la 
cohomologie de la fibre generique via la suite spectrale des poids. On en deduit alors que tous les 
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poids vecp (n v ,i(^i)) s'obtiennent a partir de ceux obtenus par la cohomologie de la fibre generique 
par unc translation entiere, d'oii le resultat. 

□ 



14. Purete de la filtration de monodromie des H* 

14- 1- Theoreme. — Pour toute representation irreductible II et pour tout i, les gradues, 
grk^m°°] de la filtration de monodromie de H % ^[n°°] sont purs de poids d — 1 + k ( 22 h En fait 
pour i^d — 1, I'operateur de monodromie N agit trivialement sur les ^. 

Demonstration. — Soit v une place non ramificc. Rcmarquons tout d'abord que s'il n'existe pas 
de W v ( 23 ) tel que 11^ nc vcrific pas Hyp(£), alors tous les H^^[U°°] sont nuls. Considerons alors 
IT irreductible verifiant Hyp(£) de sorte que, d'apres ce qui precede, II„ est de la forme 



[si - Mn vA x • • • x [s u - l] Wv u x [ii - l] K i x • • • x [t u , - 1]^ u , 

avec 7r v i et tt' v - irreductibles cuspidales unitaires de respectivement GL gi (F v ) et GLg'-(F v ). ( 24 ) 
On etudie alors la suite spectrale 

EY = //' <U/r , .! Hl + J+ d - 1 (14.0.28) 

D'apres le theoreme (5.4.4), les H r (gr kii )[U°°' v ] se calculent a partir des H r {V(g tl t, n Vt i))[U°°' v ] 
pour 1 < i < u et I < tgi ^ d ainsi que des H r {T'{g' i , t, ir' i )){H 00 ' v ] pour 1 < i < u' et 1 < 
tg[ ^ d. Le calcul de ces derniers s'obtient par recurrence descendante sur t via le calcul des 
red' 9 * , «_ (IIA 

14-0.14 — A priori, pour une preuve rigourcusc on devrait introduire des notations commc dans 
la preuve de la proposition (13.1) en regroupant les ir Vt i qui sont isomorphes, puis en les triant 
selon leur s,. Cependant comme le foncteur de Jacquet est additif sur les induites et vu que les 
H l {ju* 3 HT^{g , t, w v , Hi))[H co ' v ] se calculent a partir de ceux-ci, par recurrence, on remarque alors 
que les divers ir v ^ n'interagissent pas entre eux de sorte que chacun des H z (j^ tg HT^(g, t, w v , II/) — 
ig])[n oo ' t '] sera de la forme 

H(i,TT v ,t,S k ,-)® H(i,TT v ,t,t k ,+) 

k/w Vt k—iTv k/n' vk ~Tr v 
Sk^t t k ^t 

ou H(i,n v ,t,Sk,—) (resp. H(i,ir v ,t,t k ,+)) correspond au calcul de H l (jf* 9 HT^{g , t, ir v , U t )[d — 
tg])[U°°' v ] effectue comme si k est tel que pour tout l^i^fc^uet pour tout 1 ^ j < u' (resp. 
pour tout l^i^uctl^j^fc^ 11'), 7r„ ; j et ir' v j nc sont pas isomorphes a ir v . Placpns nous 
alors dans une telle situation, i.e. IL ~ [s — l] Vv x 7r„ ; i (resp. II„ ~ [s — x ir Vi i) ou tt Vi i est 
une representation irreductible de GLd- S g{F v ) de support cuspidal disjoint de la droite associee 
a ir v irreductible cuspidale de GL g {F v ). Les calculs sont alors exactement similaires a ceux deja 
cffectues, rappelons rapidement comment cela s'articule. 

- pour t > s, les W(j^ t9 HT^(g, t, n v , Ht))[H°°' v ] sont nuls : on procede par recurrence descen- 
dante sur t de s g a s + 1. Le cas t = s g quand s g g — d decoule du lemmc (7.4.7) en utilisant 
une correspondance de Jacquet-Langlands globale comme au theoreme (12.1). Dans les autres 
situations le resultat decoule du fait que red' ff < — .(n„) est nul ; 

JL {[t— 1]^„) 



( 22 ) plus le poids de f que Ton supposcra nul 

( 23 ) On peut en outre supposer que ce dernier soit de meme support cuspidal que Il v 

( 24 ) En outre tous les Sj ont la meme congruence modulo 2. 
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- pour t = s, on a H°(j^ sg HT ( (g, s,n v , [s - l] w J[d - sg})[U°°^} ~ IL < 25 ) : le resultat decoule 
directement du point precedent et du fait que red ss _ < — (II„) = 7r„ ; i(— sg/2) <g> H~ ; 

- pour U t < s ct n„ ~ [s - 1]^ x n v>1 , tous les H^jf? 9 HT(g,t,n v , [t - 1]„J)[1I 00 ' V ] sont 
nuls : la preuve est strictement identique a celle de la proposition (7.4.1) ; 

- pour 1 < t < s et n„ ~ [s - i]„ v x 7r„,i, les W[jf* 9 HT{g, t, ir v , [i - l] nv )[d - tg])[Il°°' v ] sont 
nuls pour \i\ > s — t ou i = s — t — 1 mod 2. Dans les autres cas, il est isomorphe a 

H Ker^Q, G T )m(n)([^l] 7r ^[ S Zl+Ll 4 ],J x [ * ~ * ~ 2 ~ 4 k ® ® X "i) 

xe»0„) 

La preuve est identique a celle de la proposition (10.3.4). 

14-0.15 — On revient alors a l'etude de la suite spectrale (14.0.28) dont on vicnt de determiner 
les termes E\° [IP '"]. La determination des Heches d\ 3 se fait alors comme dans la preuve de la 
proposition (11.1) car a nouveau les divers tt v ^ n'interagissent pas entre eux dans les arguments 
de dualite. Considerons en effet le cas de deux contributions : si celles-ci correspondent a des 
Steinberg generalisees alors tout est concentre sur les H° de sorte que toutes les fieches sont 
nullcs. Supposons done avoir a traiter le cas de deux Speh ( - 26 ^. Si elles sont de meme longueur, 
on se retrouve alors dans la situation de la preuve de (11.1) mais avec des multiplicity 2, ce qui 
ne change en rien les arguments. Supposons les alors de longueur distinctes, t' < t et reprenons 
les arguments de la preuve de (11.1). Tant qu'on etudie des H l (grk) avec min{|i|, |fc|} > t, il n'y 
a rien a rajouter car n'intervient que la composante de plus grande longueur. Dans les autres cas, 
l'argument consiste a comparer par dualite les termes H % et H~ l . Pour i > 0, H % (resp. H~ l ) est 
une somme directe constitute de representations de la forme 

ttKer 1 (Q,G T )m(n)[t^l]^ x ([n - l] Wv x[t' - n - r 2 - l] Wv ® [r 2 - i] w J (14.0.29) 

avec r 2 < t' /2 (resp. n t'/2) ^ 

ttKer 1 (Q,G T )™(n)([r 1 - l]^x[i - n - r 2 - l]^x[r 2 - 1] OT J x [V^l] Wv (14.0.30) 

avec r 2 ^ t/2 (resp. n < t/2). On remarque alors que les composants de (14.0.29) sont disjoints de 

► > 

ceux de (14.0.30), sauf eventuellement [t — l] w „ x [t' — l] ffu . Ce sont done les seuls qui peuvent rester 
dans l'aboutissement ( 28 \ Pour voir que ces derniers restent effectivement dans l'aboutissement 
il suffit de remarquer qu'ils n'apparaissent que dans les termes H l (gro^)[H°°' v ] de sorte qu'il ne 
peut y avoir de simplifications, d'oii le resultat. 

□ 



PARTIE V 
RECAPITULATIFS 

15. sur les faisceaux 

15.0.16 — - m v (c^ ~ m v (Qi) <S> Ci ; 
- m v [d - 1] est un objet de FPH(X) ; 



< 25 ) Dans le cas respe on utilise que ( — l) s 1 = e(II). 

( 26 ) Lc cas d'unc Speh avec une Sp se traite de la meme facon. 

( 27 ) On peut etre plus precis, cf. la proposition (10.3.4). 

' 28 'On le savait deja car seules les representations automorphes subsistent dans l'aboutissement. 
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- Rty v [d— 1] = © 7rtje cusp(d) R^TTvid— 1] avec les notations de la proposition (5.1.3), oil Cusp(rf) 
designe l'ensemble des classes d'equivalence inertielle des representations irreductibles cuspidales 
de GL g (F v ) pour tout 1 ^ g ^ d; 

- R$? nv [d— 1] est mixte de poids d— 1 ; sa filtration de monodromie est egale a celle par le poids 
au decalage de d — 1 pres, on note grk, Vv le gradue de poids k de sa nitration de monodromie de 
sorte qu'en particulier N k : grk^ v — >9 r -k,w v ; 

- pour 1 ^ g < d et n v une representation irreductible cuspidale de GL g {F v ) ; pour tout 
|fc| < s g := [d/gj, dans FPH(X) on a (cf. 5.4.4) : 

e Vv gr ktVv = (J) V(g,t, ir v )(- t9 + ^ — -) 

| fe| <tSgSg 

t = fc-l mod2 

ou V{g,t,w v ) := j^ tg HT(g, t, n v , [i - l] Vv ) [rf - iff] <g> rec^ (tt,,) ; 

- la suite spectrale des poids (5.1.10) degenere en E 2 et les applications g^'- 7 sont induites par 
les suites exactes (4.2.8). 

15.0.17 — jf* 9 HT(g,t,ir v ,H t )[d ~ tg] <E FPH(X) est pur dc poids d — tg pour ir v unitaire ; ses 
faisceaux dc cohomologies h i jf if t9 HT(g,t,TT v ,IV t )[d - tg] sont, pour g > 1 < 29 ), mils pour i nc 
s'ecrivant pas sous la forme tg — d + a(g — 1) avec ^ a ^ s g — t ct pour un teH = tg — d + a(g — 1), 
isomorphe dans FH(JT) a 

jf {t+a)g HT{g, t + a, tt v , U t x[a~^l] nv ) ® S^ 1 
15.0.18 — Pour tout 1 ^ t < s g , on a, cf. (7.3.3), l'egalite dans © 

jf t9 HT{g, t, n v , U t )[d - tg] = J^J'u 9HT (9, h tt„, II t "xtf - i - l] w J[d - i 5 ] ® S™"' 
Dualement on a 

Rjf t9 HT(g,t,7T v ,U t )[d - tg] = J jf; 9 HT{g, i, ir v , U t x[i - t - l] w J [d - ig] ® S 11 ^ 11 

i=t 

On en deduit alors que, au moins pour g > 1, 
R l J> t9 HT{g, t, n v ,n t )[d - tg] = 

(r.a) / i— (£+r+a)# — d— a 

jf {t+r+a)a HT{g, t + r + a,n v , (H t x[H x Jx [a"^l],J ® 3((H-a)( fl -i)+2r)/2 



16. sur les calculs de groupe de cohomologie 

16.0.19 — Cas ou Ii v est de la forme Sp s (7T t) ) : 

(1) d'apres la proposition (7.4.1), H l (jff 9 HT^(g, t, tt v , n t ))[n°°] est nul pour tout i. 

(2) d'apres lc corollaire (7.4.4), H l (jf t9 HT 6 (g, t, n v , n t ))[n°°] est donnc par 

J si z ^ 

j ftKcr^Q, G T )m(U)U t x[s - t - l] ff „ (S ^' 8 "' xeaK) T 1 ) i = 

oil 2l(7r„) est l'ensemble des caracteres \ '■ ^ — * Q; X ' te ^ s w v ® x^ 1 ° val(det) ~ 7r„. 



(29) 



pour 3 = 1 cf. (5.4.7) 
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(3) par application de la dualite de Verdier, H l (Rjf t9 HT^(g , t, ir v , Ht)^!! 00 ] est donne par 

j si i ^ 

\ ft Ker^Q, G T )m(U)U t x[s - t - l] w „ ® (H(-*)(»+i)/2 ® © xe2t(7 ^ x" 1 ) * = 

16.0.20 — Cos om Il„ esi de la forme Speh s (7r 1 ,) : 

(1) d'aprcs la proposition (10.3.4), B 1 {jf^ 9 BT i (g, t, n v , n t ))[U°°] est donne par 

,_ («-«)(g-i) 



t(Ker 1 (Q, G T )m(U)U t x[s-t- l] w „ ® (S^^ ® © xe2lK) X" 1 ) 

i = I — s 



\Kev\q, G T )m(n)(n t x [2=|=i - i]„)x[^ - ® (s 1 ^ 1 ® ® X&M x- 1 ) 

{I — s < i < s — t 
i = I — s mod 2 

jKer^Q, G T )m(II)II t x> - t - i]„ u ® (s ' 3 "'"^ 1 ' ® © xe2l(7r „) X" 1 ) 

z = s — i 



(2) d'apres lc corollaire (11.2), H\jf t9 HT^{g, t, n v , n t ))[n°°] est donne par 



si i ^ s — t 



\ ttKer^Q, G r )m(n)n t x [s - t - ® (5 * © xe21(7 r„) X" 1 ) » = * - t 
(3) par application de la dualite de Verdier, H l (Rjf t9 HT^ (g, t, ir v , n t ))[n°°] est donne par 
f si i ^ 



ttKer^Q, G T )m(U)U t x[s-t- l] w „ ® (H(-*)(»+i)/2 g, © x£a(ire) x" 1 ) * = 



17. sur la suite spectrale des cycles evanescents 

A partir du calcul des groupes de cohomologie a support compact des HT(g,t,n v ,H t ), l'iso- 
morphisme (cf. la proposition (3.2.3)) 

Hi(X^ Md _ h ,R^ v ^jr s )) h c, (^(X^U <i -^^®A)®^~(T w ))^ 



pcrmet de calculer les 



HL h , i ,* v ,t\n°°> v ]~ lis ^'(x^,^®A)) 

UP(m) 

Les suites spectrales associees a la stratification 

^i {m u v = m +q {x ( u^\ => m+i{x uv , m ,R^ Vv ) (17.0.31) 

permettent alors de calculer les termes J [LT 00 ^] de la suite spectrale des cycles evanescents. On 
resume les resultats obtenus dans 

17.0.21 — le cas oil U v ~ Sp s (7T„) : le corollaire (7.4.11) donne tout d'abord : 

17.0.22. Corollaire. — LesH 3 =hi ^ ^[II 00 ^] verifient les proprietes suivantes : 

(1) pour g divisant d = sg et H v ~ [s — 1]^, les H 3 =h . ^ ^n 00 '"] sont nuls pour h qui n' est pas 
de la forme tg avec 1 ^ t ^ s ; 

(2) pour g divisant d — sg et U v ~ [s - l]^ v , les H 3 =tg { „ v ^II 00 '"] sont nuls pour j ^ d — tg ; 
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(3) pour g divisant d = sg et W v ~ [s — l] Vv , les #_ t g $ ^ ^[H°°' v ] sont nuls pour i ne verifiant 
pas t(g — 1) < i ^ tg — 1. Si 1 ^ i < s et i = tg — r avec 1 ^ r ^ t, on a 



rjd—tg [TTOo.tn 

ttKcr 1 (Q,G T )m(n)([t^7,r^l]^,^[.s - t - l] ff J ® rec^K)(- S(g ~ 1} ~ 2(r ~ * } ) 

en tant que representation de GLd{F v ) x W v , oil m(II) esi la multiplicity de H dans I'espace 
des formes automorphes. 

Ainsi, cf. la preuve de la proposition (10.1.2), les suites spectrales associees a la stratification 
sont triviales, i.e. degenerent en E\ de sorte que les aboutissements sont donnes par la proposition 
(10.1.2) dont on rappelle Penonce ci-dessous : 

17.0.23. Proposition. — Pour tout < i < d - 1, les (W^ Vvti )\n°°' v ], en tant que 
GLd(F v ) ® W v -modules, verifient les proprietes suivantes : 

(1) Us sont nuls si g n'est pas un diviseur de d ; 

(2) pour g un diviseur de d — sg, Us sont nuls si j n'est pas de la forme d — tg pour 1 < t ^ s ; 

(3) pour g un diviseur de d — sg et j = d — tg avec 1 ^ t < s, Us sont nuls si i n'est pas de la 
forme tg — r avec 1 ^ r $J t ; 

(4) pour g un diviseur de d = sg et 1 ^ t < s, iJ d ~* 9 (i?* ff ~ r <I' 7I . tj ^)[il°°^] est isomorphe a 

s(0-l)-2(r-t), 



«Ker 1 (Q,G T )m(n)[i -r,r- l] Vv x[s-t- l]„ v ® rec^(7r„)(— ^ '-—^ L) 

Enfin la suite spectrale des cycles evanescents degenere en E 3 et l'aboutissement [U 00 '"") est 
donne par le corollaire (10.1.1) : 

17.0.24- Corollaire. — Les groupes de cohomologie de la fibre generique H^^[H°°' V ] sont nuls 
pour i ^ d — 1 et 

H d-i[ U °°.v} = UKer^Q.GrMn)^]^ ® rec^([^l] w J(-^i) 
17.0.25 — Cas oil U v ~ Spch s (7r„) : 

17.0.26. Corollaire. — Les H 3 =hiv ^ ^\n°°> v ] verifient les proprietes suivantes : 

(1) pour g divisant d — sg et U v ~ [s — l]- Kv , les H 3 =h - ^n 00 '"] sont nuls pour h qui n'est pas 
de la forme tg avec 1 ^ t ^ s ; 

(2) pour g divisant d — sg et U v ~ [s — 1]^, les H 3 =tgi7t ^ ^\U°°' V ] sont nuls pour j =^ (s — 

t)(g + i); > '"" 

(3) pour g divisant d = sg et H v ~ [s — l] Wv , les H^^J^^ [Tl°°> v ] sont nuls pour i ne verifiant 
pas t(g — 1) ^ i ^ tg — 1. Si 1 ^ t < s et i = tg — r avec 1 ^ r s; t, on a 

tf=^ s -r,^[ n °°'1 - ttKer 1 (Q,G T )m(n) 

( [t^~r, 7=t] nv x [s-t-l] Wv ) ® rec^ (tt„ ) (- <9 + l)~2r ) 

en tant que representation de GLd(F v ) x W v , oil m(IT) est la multiplicity de IT dans I'espace 
des formes automorphes. 

Demonstration. — Le raisonnement est identique a celui de la preuve de la proposition (10.1.2). 
On remarque alors que pour tout k > 1, les Heches 
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des suites spectrales associees a la stratification sont toutes nulles. En effet, d'apres le corollaire 
(11.2), pour que £j? ^[II 00 '"] (resp. E^ k v '^ k ~ 1 '' i [U°°' v ]) soit non mil, il faut qu'il existe 1 < i x < s 
et 1 < n < ti (resp. 1 ^ t 2 ^ s ct 1 ^ r 2 < t 2 ) avec 

(p,q,i) = (hg + l,d-2t-ig- 1 + s - t 1 ,t 1 g - n) 

(resp. (p + k,q + k-l,i)= (t 2 g + 1, d - 2l 2 g - 1 + s - t 2 ,t 2 g - r 2 )). 
Ce qui donnc 1 = (3g + l){t 2 — ti) ; on voit alors que pour tout k ^ 1, £^'*'J ^n 00 '"] et 
J B^'j +fc_1 [n oc ^] nc pcuvent pas etre tous deux non nuls de sorte que E™f tWv ^[Yl°°' v ] = 
^i'i'w v ^in 00 '"] d'ou lc resultat d'apres le corollaire precedent. 

□ 

Enfin la suite spectrale des cycles evanescents degenere en £3 et l'aboutissement ^[Ii 00 ' v ] 
est donnee par la proposition (11.1) dont on rappellc l'enonce. 

11.0.21. Proposition. — Les groupes de cohomologie de la fibre generique ^[JI 00 ' V ] sont nuls 
pour \d — 1 — i\ ^ s ou pour i ^ d — smod2 et sinon 



PARTIE VI 
FIGURES 

Aide a la lecture des figures (4) et (5) : 

- on indiquc les coordonnees (p, q) tcllcs que E^lH 00 ^] est non nulle avec II une representation 
irreductible automorphe de G(A) verifiant Hyp(oo) et telle que U v ~ Sp 4 (7r„) (resp. 
Speh^ ( K 7r v ) ) dans la figure 5 (resp. figure 6) pour w v une representation cuspidale de GL 2 (F V ). 
Les representations obtenues sont des representations elliptiques de type ir v . Pour chacune 
de ces coordonnees, on indique qu'elle est la strate qui la donne dans la suite spectrale de 
stratification correspondante ; 

- le nombre en dessous des 3 indique le poids ; 

toutes les Heches indiquees sont les seules non triviales et decoulcnt des suites exactes (4.2.8) ; 

- on note avec un cercle plus grand les coordonnees qui contribuent a l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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Figure 4. s — 4, g = 2 ; _Ef' 9 [n°°' 1 '] de la suite spectrale des cycles evanescents : cas 
LT„ = Sp 4 (7r„). Le dessin du bas represente le terme E3 et done l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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h = Ax2 




3 poids=s(g-l) 




Figure 5. s — 4, g — 2 : E2' q [ll oc ' v ] de la suite spectrale des cycles evanescents : cas 
n„ = Speh s (7r„). Le dessin du bas represente le terme -E3 et done Paboutisscment de la 
suite spectrale. 
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Figure 6. Termes MLEl ,j pour s = 4 
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Aide a la lecture des figures (7), (8) : le nombre qui accompagne les representations indique le 
decalage a donner a la representation de Galois associee ; ainsi quand, dans les E^ q des suites 
spectrales (8.2.13) pour V{g,t,-K v ,k), on ecrit s ~ , il faut lire 

j> t9 HT(g, t, n v , [Z=i]« v ) ® rec%, K)(- * (g ~ *) + * ~ 1 ~ * + ^ 



3 3x0 




(0,0) 

Figure 7. g — 7, s = 5 ; E%' q de la suite spectrale (8.2.13) pour t = 4 




80 



BOYER PASCAL 




3 



Figure 9. La figure illustre les theoremes (5.4.4) et (5.4.7) dans le cas g = 6 et s — 4, 
ou on represente en (i, k) les h' grk en indiquant le support de la forme X%t>^ avec 
1 ^ r ^ 4, la representation associee et le poids. Concretement quand on ecrit en (i, k), 
7T, il faut lire jf 6r HT(6, r, n v )n) ®rec^ (tt^I - |" (23+i+fe)/2 . Le dessin du bas est le terme 
E 2 et done l'aboutissement de la suite spectrale (5.1.10). 
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Figure 10. H l (gr kiPoo )[Tl oc ' v ] pour II„ ~ Speh 4 (7r„) avec ir v une representation cuspi- 
dale de GL g (Fv). Le dessin du bas represente le terme E2 et done l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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